Magia matematyKki

MAGICZNE KWADRATY

Kazdy z was na pewno dobrze wie, co to jest kwadrat magiczny. Jednak dla przypomnienia przytoczmy jeszcze raz jego defi-
nicje. Kwadratem magicznym nazywamy kwadratowq tablice liczbowq (macierz) o tej wlasnosci, ze suma liczb w kazdym wier-
szu tej tablicy i w kazdej kolumnie, a takze, suma liczb z kazdej przekqtnej jest taka sama. Oto przyklad kwadratu magicznego
stopnia 3. Jak tatwo policzy¢ wszystkie sumy z wierszy, kolumn i przekqtnych wynoszg po 15. Oczywiscie, istniejq tez kwadraty
magiczne wigkszych stopni niz 3.

Pierwsze kwadraty magiczne znane byly Chinczykom i Hindusom juz kilka tysiecy lat temu. Najstarszy znany 419

kwadrat magiczny pochodzi z Chin (przedstawiony obok). Powstat on najprawdopodobniej okoto roku 2800 pne. 3|5
Nazywany jest magicznym kwadratem Lo Shu. Do Europy kwadraty magiczne trafily dopiero okoto XV w. za

sprawg Greka o nazwisku Moschopulos. 8 1

Od samego poczqtku kwadratom magicznym przypisywano moc magiczng. Mialy one odstraszac zte duchy i przynosic¢
szczescie w transakcjach handlowych. Dlatego tez byly czestym motywem roznego rodzaju amuletow i talizmanow szczescia.
Kwadratami magicznymi przyozdabiano wiele budowli nawet o charakterze sakralnym. Najstynniejszym chyba kwadratem
magicznym jest kwadrat widniejqcy na obrazie pedzla Divera (lub miedziorycie) zatytutowanego Melancholia.( Albrecht Diirer
ur. 21. maja 1471 w Norymberdze, zm. 6. kwietnia 1528 tamze — niemiecki malarz, grafik, rysownik i teoretyk sztuki, uwazany

za najwybitniejszego artystg niemieckiego renesansu.)

Ciekawostkq tego kwadratu magicznego jest fakt, ze liczby umieszczone w dwoch srodkowych polach dolnego wiersza stanowig
date powstania tego dzieta — obraz ten powstat w 1514 r.

W nauczaniu matematyki kwadraty magiczne stosowane sq glownie w szkotach podstawowych do ¢wiczen w dodawaniu
i odejmowaniu liczb. Sq to bardzo proste zadania polegajgce na uzupetnianiu brakujgcych liczb tak, by powstat kwadrat magicz-
ny. Cwiczenia te nie wymagajq zadnych trudnych dzialan, jednak budowa catego kwadratu magicznego jest zazwyczaj bardzo
trudna — chyba, ze budujgcy zna algorytmy budowania takich kwadratow. Ponizej przedstawie kilka ciekawych algorytmow
stuzgcych do budowy kwadratow magicznych. Mogq si¢ one przydac przy rozwigzywaniu ciekawych tamiglowek.

Wiasnosci kwadratow magicznych

Zaczne jednak od sformutowania kilku wtasnosci dotyczacych kwadratéw magicznych. Wiasnosci te sg przydatne przy
tworzeniu nowych kwadratéw magicznych na bazie juz zbudowanych. Bedg one tez wykorzystywane w algorytmach,
ktore zaraz przedstawimy.

Wiasnosé 1. Jezeli wszystkie liczby pewnego kwadratu magicznego zwiekszymy lub zmniejszymy o te sama licz-
be, to powstaty kwadrat liczbowy nadal bedzie kwadratem magicznym. Zmianie ulegnie jedynie suma liczb w kazdym
rzedzie poziomym i pionowym, no i, oczywiscie, suma liczb z przekatnych - na przekatnej jest tyle samo elementéw co
w wierszu czy kolumnie.

Wiasnos¢ II. Podobnie kwadrat magiczny bedzie nadal kwadratem magicznym, gdy wszystkie wystepujace w nim
liczby pomnozymy lub podzielimy przez te sama liczbe rézna od zera.



Wiasnos¢ III. Jezeli mamy dwa rézne kwadraty magiczne tego samego stopnia (taka sama liczba pdl w rzedzie)
i dodamy je do siebie, to znaczy zsumujemy liczby z analogicznych pdl, to otrzymany w ten sposéb nowy kwadrat nadal
bedzie kwadratem magicznym.

Wiasnosé IV. Kwadrat, ktéry otrzymamy z kwadratu magicznego przez przestawienie dwéch réwno odlegtych
od $rodka kwadratu wierszy (lub kolumn) nadal bedzie kwadratem magicznym. Na przyktad w kwadracie magicznym
4. stopnia, mozna przestawi¢ pierwszy wiersz z wierszem czwartym i wiersz drugi z wierszem trzecim. Nie wolno nato-
miast przestawiac wiersza pierwszego z wierszem drugim lub trzecim.

Wilasnos¢ V. Jezeli wszystkie liczby wypetniajace pola kwadratu magicznego sg wyrazami pewnego ciggu arytme-
tycznego - opisanego w 25. numerze Swiata Matematyki, magiczng sume tego kwadratu mozna obliczy¢ ze wzoru

ata,

7 5
gdzie a, - najmniejsza z liczb, z ktorych zbudowany jest kwadrat magiczny, a - najwieksza z liczb, z ktérych zbudowany
jest kwadrat, S - stopierr kwadratu magicznego.

Niektore algorytmy budowania kwadratéw magicznych

Jest bardzo wiele algorytmdéw budowania kwadratéw magicznych. Nie znam jednak uniwersalnego algorytmu, za
pomocg ktérego mozna by zbudowac kwadrat magiczny dowolnej wielkosci - jezeli go znacie, to przyslijcie do redakcji.
Z tego wtasnie powodu wprowadzono podziat kwadratdow magicznych na: kwadraty magiczne nieparzyste, kwadraty
magiczne parzysto-parzyste i kwadraty magiczne nieparzysto-parzyste.

Kwadraty nieparzyste, to takie, ktorych stopien (liczba wierszy czy kolumn) jest liczba nieparzysta, np. 3, 5, 7, 9
itd. Kwadraty parzysto-parzyste, to takie, ktérych stopien jest podzielny przez 4 np. stopnia 4, 8, 12 itd. Pozostate
kwadraty magiczne to kwadraty magiczne nieparzysto-parzyste.

1. Algorytm hinduski, omdéwie na przyktadzie kwadratu magicznego stopnia pigtego. Zaznaczam 3%
pole érodkowe kwardatu. Budowe zaczynamy od wpisania liczby 1 w pole stojgace bezposrednio pod
polem $srodkowym. Nastepne liczby wpisujemy do pola ponizej i na prawo od jedynki, co przedstawio-
no na rysunku obok. Poniewaz liczba 3 wyskoczyta pod diagram, przenosimy ja wiec ,do géry” (do 1
ostatniego pola w pierwszym wierszu). 2
3
Na prawo, jedno pole w dét, znowu dopisujemy kolejna liczbe - liczbe 4. Znajduje sie ona na 3
prawo od kwadratu na wysokosci wiersza drugiego. Przeniesienie jej w tej samej kolumnie nie 4
jest juz mozliwe. Przenosimy jq do pierwszej kolumny tego samego wiersza - pierwszego pola 5
w wierszu drugim i powtarzamy czynnosci algorytmu wpisania kolejnych liczb. 1
2
3
Za liczba 5 stoi juz liczba 1, dlatego liczbe 6 wpiszemy dwa wiersze nizej w tej samej kolumnie (dwa 7 3
pola ponizej liczby 5). Dalej postepujemy jak po wpisaniu liczby jeden, czyli poruszamy sie skosem 4 ]
na prawo i w dét. Niestety, kolejna liczba 7 znajduje sie juz poza kwadratem. Tak wiec przenosimy ija, 5 9
w tej samej kolumnie do pierwszego wiersza i prowadzimy kontynuacje dopisywania kolejnych liczb, 1
zgodnie z istniejacq zasada. Czynimy to do momentu, az dojdziemy do liczby 10. p 5
7 3
Liczbe 10, podobnie jak liczbe 4, przenosimy do pierwszej kolumny tego samego wiersza. Kolejng 11 7 3
liczbe 11, z powodu zajetego miejsca przez liczbe 6, wpisujemy znowu dwa pola ponizej liczby 10 112 e
- podobnie jak byfo to z liczbami 5 i 6. W naszym przypadku bedzie to znowu pod kwadratem i prze- s 13 5
nosimy ja do pierwszego pola w pierwszym wierszu, dalej postepujemy tak jak poprzednio.
10 1114
6 15
7 3
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Liczba 15 jest znowu wielokrotnoscig liczby bedacej stopniem kwadratu - podobnie jak z liczbg 5, tak wiec liczbe 16
powinniémy wpisa¢ dwa pola ponizej liczby 15 w tej samej kolumnie. Wypada to ponizej liczby 3, przeniesiemy jg wiec do
diagramu pod liczba 3, i tak postepujemy, az wypetnimy wszystkie pola diagramu zgodnie z opisanymi zasadami. Ponizej
przedstawiamy to na rysunkach.
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Mysle, ze czytelnik sam sprawdzi, ze otrzymany w ten sposob kwadrat jest magiczny, ktérego suma liczb w dowolnym
wierszu czy kolumnie czy przekatnej jest réwna 65. Jako ¢wiczenie proponuje ta metodq znalez¢ nieparzysty kwadrat
magiczny stopnia 7.

1825 2 9

2. Algorytm syjamski jest bardzo podobny do poprzedniego. Rézni sie tym, ze liczbe 1 wpisujemy 171241 118115
do srodkowego pola pierwszego (goérnego) wiersza i poruszamy sie skosem w prawo do géry (nie sko- 235 7|14
sem na prawo w dot jak poprzednio), a liczbe, ktdrej nie mozemy wpisac, bo jej pole jest juz zajete, 1 13120122
wpisujemy bezposrednio pod ostatnig liczbg (nie jak poprzednio dwa pola nizej) - liczby te: 6, 11, 16
i 21 oznaczono kolorem. Sa to wielokrotnosci stopnia kwadratu powiekszone o 1. Dla kwadratu ma- 10)12] 19
gicznego stopnia 7 beda to liczby: 8; 15; 22; 29; 36 i 43. Przesledzmy te metode na przykiadzie 18125219
kwadratu stopnia 5. Ostatecznie otrzymujemy kwadrat magiczny prezentowany obok.
3. Algorytm konika szachowego przesledzimy na przyktadzie budowy kwadratu magicznego stop- 3
nia 5. Liczbe 1 wpisujemy do dowolnego pola, a kazda nastepna liczbe w miejsce wskazane przez 5
skok konika szachowego. W przyktadzie obok, liczbe 1 zapisaliémy w lewym dolnym rogu. Jezeli pole 5
~Skoku” jest poza gornym wierszem kwadratu, przenosimy go do pola w pierwszym wierszu na dole 4
tej samej kolumny. Liczba 4 wyskakuje poza diagram, wiec wpiszemy ja na przecieciu drugiego wier-
sza od dotu z czwarta kolumna. Kontynuujemy skoki az do 5. !
Liczbe 6 i wszystkie liczby o 1 wieksze od krotnoéci stopnia kwadratu magicznego, wpisujemy do 7120 3 24
diagramu bezposrednio pod liczbg o jeden mniejsza - jezeli jest to dolny wiersz, liczbe umieszczamy 13 9117] 5
w wierszu na samej gorze. Dalej powtarzamy algorytm. W ten sposéb nastapi wypetnienie catego 18] 2 115123
kwadratu. Ostatecznie otrzymamy wypetniony kwadrat magiczny prezentowany obok. 5] 8 112

1(14]22|10|18

4. Algorytm De la Hire’a bedzie zupetnie inny. Poprzednie algorytmy pozwalaty wybudowac tylko 31115141/ 2
jeden kwadrat magiczny danego stopnia. Teraz przedstawimy algorytm, ktéry daje mozliwos¢ wy- 2703111514
budowania wielu réznych kwadratéw dla kazdego, nieparzystego stopnia. Algorytm ten przedstawi- al21301 15
my na przyktadzie budowy kwadratu magicznego znowu stopnia 5. Na poczatek musimy stworzyé slalal3l1
dwa pomocnicze kwadraty magiczne. Do budowy pierwszego uzyjemy kolejnych liczb: 1; 2; 3; 4;

5; (od 1 do stopnia kwadratu). Srodkowga liczbe — w naszym przypadku 3, wpiszemy do lewego o]4j2]3

gornego naroznika kwadratu. Nastepne liczby wpiszemy do pierwszego rzedu w dowolnej kolejno-
$ci. Nastepnie te same liczby, poza liczbg z gérnego naroznika, przepisujemy do pierwszej kolumny,

lecz w odwrotnej kolejnosci. Teraz tworzymy kwadrat magiczny przepisujac liczby po skosie (po 15120l 01 5110

przekatnej) jak na rysunku. 20! 0
Wedtug podobnej zasady wybudujemy drugi pomocniczy kwadrat magiczny, ale z liczb, w ilosci stop-
nia kwadratu, bedacych wielokrotnoécia stopnia kwadratu, tacznie z liczbq 0. Dla magicznego kwa-
dratu stopnia 5 beda to liczby: 0; 5; 10; 15; 20. Teraz liczbg érodkowa jest 10 i wpisujemy ja do
prawego gdrnego narozlika. Pozostate analogicznie jak poprzednio.
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18121 59|12

Aby otrzymac interesujacy nas kwadrat magiczny sumujemy liczby stojace w analogicznych polach 22131611519

otrzymanych juz dwdch kwartaréw. Oto otrzymany w ten sposéb kwadrat magiczny. Suma liczb 4|7 13/16|25

w poszczegdlnych wierszach i kolumnach oraz na przekatnej znowu wynosi 65. olal170230 1

11(20(24] 2 | 8

Zaczniemy od przedstawienia wyjasnionego przed chwilg algorytmu De la Hire’a - po modyfikacji nadaje sie do budo-
wania kwadratéw magicznych parzysto-parzystych. Dla przyktadu zbudujemy kwadrat magiczny stopnia 8.
Zaczniemy od dwdch pomocniczych kwadratéw magicznych. Pierwszy powstanie z kolejnych liczb: 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8;
a drugi kwadrat z liczb bedacych wielokrotnosciami stopnia kwadratu, czyli liczb: 0; 8; 16; 24; 32; 40; 48; 56. Obydwa
kwadraty moga by¢ dowolne, lecz nalezy przestrzega¢ nastepujacych zasad:

- dla pierwszego kwadratu w kazdym wierszu kwadratu, kazda liczba musi wystapi¢ tylko raz; w kolumnach kwadratu
liczby mogg sie powtarza¢; suma liczb znajdujacych sie w polach lezacych symetrycznie wzgledem $rodka pierwszego
kwadratu musi wynosi¢ 9;

- dla drugiego kwadratu zasady sg podobne, tylko nalezy zamieni¢ warunki dla wierszy z kolumn oraz suma liczb na
polach wzgledem $rodka ma wynosi¢ 56.

Oto zbudowane wedtug tych zasad przyktadowe dwa pomocnicze kwadraty magiczne.

liczby w kolumnie
moga sie powtarza¢
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Ostatecznie, po zsumowaniu, otrzymujemy kwadrat magiczny, krérego suma w rzedach, kolumnach czy na przekatnej

wynosi 260.
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Podobno te kwadraty buduje sie najtrudniej. Zbudujemy tylko jeden kwadrat magiczny dziesigtego stopnia. W tym celu
nalezy wykona¢ dwa kwadraty pomocnicze - pierwszy z liczb 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10, a drugi z liczb 0; 10; 20;
30; 40; 50; 60; 70; 80; 90.

Pierwszy kwadrat pomocniczy zaczynamy od wypetnienia pol stojacych na przekatnych diagramu kwadratu magicznego. Oby-
dwie przekatne wypetniamy kolejnymi liczbami od 1 do 10, rozpoczynajac z lewej strony. Przedstawia to nastepny rysunek.



Zauwaz, ze w kazdej kolumnie sg po dwie takie same liczby (zaznaczone kolorem). Uzupetniamy reszte pdl kwadratu zgod-
nie z nastepujacymi zasadami:

- w kazdej kolumnie sg tylko dwie rozne liczby i kazda liczba wystepuje w kolumnie tyle samo razy;
- rézne liczby stojace w danej kolumnie dopetniaja sie do 11 (np 10 jest dopetnieniem liczby 1 do 11). Suma liczb tego
samego wiersza w kolumnach skrajnych, czyli na przykfad w kolumnie drugiej i przedostatniej, jest zawsze stata.

Drugi kwadrat budujemy wedtug podobnych zasad jak pierwszy, tylko wypetnianie pél na przekatnych zaczniemy od goérne-
go pola, lewego i prawego. Zauwazymy, ze tym razem takie same liczby stojq tylko w wierszach, nie w kolumnach. Dalsza
budowa tego drugiego kwadratu odbywa sie na tych samych zasadach co przy pierwszym kwadracie, tylko ze stwierdzenia
o kolumnach zamieniamy na stwierdzenia o wierszach. Dochodzi jeszcze tylko jedna zasada, ktdra moéwi, ze w zacieniowa-
nych polach w wierszu, musi sta¢ ta sama liczba. Popatrz na diagramy ponizej

liczby w kolumnie
moga sie powtarza¢
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I po zsumowaniu tych dwdch kwadratéw otrzymujemy zbudowany kwadrat magiczny, krérego suma w rzedach, kolum-
nach czy na przekatnej wynosi 505. Kwadrat ten zostat przedstawiony na rysunku ponizej.
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Teraz, uzbrojeni w narzedzia do budowy kwadratéw magicznych, mozemy przystgpi¢ do rozwigzywania tamigtéwek
logicznych opartych na kwadratach magicznych. Zycze powodzenia.

Jacek Kredenc



