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Drodzy
Czytelnicy

Pierwszy numer dodatku specjalnego ,,Swiata Matema-
tyki” nie przez przypadek poswigcony jest kongruencjom.
Jest to bowiem bardzo wazne pojgcie, przydatne w roz-
wiazywaniu wielu zagadnien matematycznych. Postugujac
si¢ kongruencjami, mozna bez wigkszego trudu poradzi¢
sobie nawet z bardzo trudnymi, bo pojawiajacymi si¢ na
olimpiadach matematycznych zadaniami. Niestety, umie-
jetnos¢ postugiwania si¢ kongruencjami nie jest objgta
programem nauczania matematyki w szkole i w zwiazku
z tym uczniom pozostaje opanowywanie tej umiejgtnosci
na wihasna reke.

I wlasnie temu ma stuzy¢ niniejszy dodatek specjalny
Swiata Matematyki”. Zostat on zredagowany w taki spo-
sob, Ze moga go czyta¢ nawet uczniowie z pierwszej klasy
gimnazjum i nie beda mieli zadnych problemow ze zrozu-
mieniem jego tresci. Trzeba go tylko czytac systematycznie,
a wowczas wrota, pozwalajace rozwiazywac nawet skom-
plikowane zadania olimpijskie, zostana otwarte na osciez.
W nastepnych numerach ,,Swiata Matematyki”, poczawszy
od czwartego, zaczna pojawiac si¢ wlasnie tego rodzaju
zadania i kazdy z naszych Czytelnikow bgdzie mogt sam
si¢ przekonac, ze rzeczywiscie bez ktopotow radzi sobie
z rozwigzywaniem takich zadan.

Eugeniusz Sikorski
redaktor naczelny
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Tekst dotyczy kongruencji, ktére - jak sie oka-
zuje - sa niezwykle pozyteczne w przypadku
rozwigzywania wielu trudnych zadan z olimpiad
i konkurséw matematycznych.

16 Tajemnice szyfréow
Artykut poswiecony jest kryptologii, ale nie tej
historycznej, ktéra nie ma obecnie zadnego
zastosowania, lecz najnowszym osiggnieciom z za-
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Kongruencje

dzieki znajomosci ktorych uczniowie rozwigzuja nietypowe,
bardzo rzadkie zadania, czym wprawiaja w zdumienie swoich nauczycieli.

Zanim wyjasnie Wam, co to takiego kongruencje, zajmiemy sie dzieleniem z resztq, co jest bardzo scisle zwiqzane
z pojeciem kongruencji. Wiem, wiem, Ze kazdy z Was umie dzieli¢ z resztq, gdyz przerabia sie to w trzeciej klasie
szkoly podstawowej. I dlatego wilasnie, ze bylo to przerabiane bardzo dawno temu, w rzeczywistosci okazuje sie,
iz wielu uczniow starszych klas ma ktopoty z dzieleniem sposobem pisemnym. Nauczyciele w starszych klasach na
lekcjach tego nie przypominajq, poniewaz nie majq na to czasu, gdyz muszq realizowac obowiqzujqcy program,
a godzin na matematyke przeznaczonych jest w szkole niewiele. Z kolei uczniowie zapominali tego nawet kiedys,
gdy nie bylo kalkulatorow i komputerdow, a co dopiero mowic obecnie, w dobie wszedobylskich kalkulatorow czy
komputerow wraz z licznymi programami obliczeniowymi. Dlatego koniecznie trzeba to przypomniec.

Podzielimy z resztg liczbe 34680 przez 57.
Dzielimy:

34680 : 57

W tym celu bierzemy najpierw pierwszg cyfre dzielnej, czyli liczby 34680, i zapytujemy sie siebie: ile razy dzielnik, a wiec
liczba 57, miesci sie w 3 — w liczbie utworzonej przez pierwszg cyfre dzielnej?

34680 : 57

(te pierwszg cyfre dzielnej zaznaczyliSmy na kolorowo). Oczywiscie ani razu. Zatem nad 3, u gory, nie piszemy zadnej cyfry.

Bierzemy nastepnie drugq cyfre dzielnej, czyli 4, i dotaczamy jg do pierwszej cyfry. W ten sposdb utworzona zostata liczba
34 (zaznaczona jest na kolorowo). Zapytujemy sie siebie: ile razy dzielnik, czyli liczba 57, miesci sie w 34 — w liczbie utworzonej
przez dwie pierwsze cyfry dzielnej?

34680 : 57

Oczywiscie réwniez ani razu. Zatem u gory nad 4 takze nie piszemy zadnej cyfry.

W kolejnym kroku bierzemy wiec nastepna, trzeciq cyfre dzielnej, czyli 6, i dotaczamy ja do dwoch pierwszych cyfr. W taki
sposob utworzona zostaje liczba 346 (zaznaczona jest na kolorowo). Zapytujemy sie siebie: ile razy liczba 57 miesci sie w 346
- w liczbie utworzonej przez trzy pierwsze cyfry dzielnej?

34680 : 57

Na pewno miesci sie, ale ile razy - to niestety trzeba odgadnaé (osoby majace w tym zakresie sporg wprawe potrafig szybko
prawidtowo okresli¢, ile razy sie miesci). My jednak takiej wprawy nie mamy, wiec odgadujemy. Przypuszczamy mianowicie, ze
57 w 346 miesci sie 5 razy.

Zatem u gory nad 6 piszemy cyfre 5.

5
34680 : 57

Nastepnie mnozymy 5 przez 57, otrzymujac w rezultacie liczbe 285. Podpisujemy jg pod dzielng w taki sposob, aby jej
ostatnia cyfra, czyli 5, znalazta sie w jednym pionie z widoczng u samej gory 5.

5
34680 : 57
285

Teraz odejmujemy: od liczby 346 liczbe 285, i wynik zapisujemy nizej.

5

34680 : 57
—285
61

Jako roznice otrzymali$my liczbe 61. Réznica musi by¢ mniejsza od dzielnika, czyli w tym wypadku od liczby 57. Poniewaz
liczba 61 jest wieksza od 57, to z tego wynika, ze nasza proba odgadniecia byta btedna. Nie oznacza to jednak wcale, ze
nasza praca byta daremna. Otrzymali$my bowiem pewng bardzo cenng informacje: mianowicie z faktu, ze réznica okazata
sie by¢ wieksza od dzielnika, wynika, iz cyfra 5, znajdujgca sie u samej géry nad 6, jest za mata.

Zatem w miejscu 5, bedacej u samej gory nad 6, musi znajdowac sie cyfra wieksza od 5, czyli jedna sposrdd czterech cyfr:
6, 7, 8 lub 9. Jak wida¢, btedne odgadniecie pozwala zawezi¢ zbidr cyfr, ktére ,wezma udziat” w kolejnej prébie odgadniecia, ile
razy liczba 57 miesci sie w 346. Teraz przypuszczamy, ze 57 w 346 miesci sie az 7 razy.



A wiec u samej gory nad 6 piszemy cyfre 7.

_ 1
34680 : 57

Nastepnie mnozymy 7 przez 57, otrzymujac w rezultacie liczbe 399. Podpisujemy jg pod dzielng w taki sposdb,
aby jej ostatnia cyfra, czyli 9, znalazta sie w jednym pionie z widoczng u samej gory 7.

_ 1
34680 : 57
— 399

Poniewaz réznica nie moze by¢ ujemna, zatem liczba odejmowana nie moze by¢ wieksza od liczby, od ktérej sie ja
odejmuje, a w naszym przypadku tak jest - liczba 399 jest wieksza od 346. Z tego wniosek, ze rowniez i teraz nasza proba
odgadniecia jest btedna. Dostarczyta nam jednak bardzo istotnej informacji: mianowicie z faktu, ze liczba, ktéra ma by¢ odjeta,
jest wieksza od liczby, od ktérej ma zostac¢ odjeta, wynika, iz cyfra 7, znajdujaca sie u samej goéry nad 6, jest za duza.

Zatem w miejscu 7, znajdujacej sie u samej gory nad 6, musi by¢ cyfra mniejsza od 7, czyli jedna sposrdd siedmiu cyfr:
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Wczesniej jednak ustalilismy, ze u samej goéry nad 6 musi znajdowac sie cyfra wieksza od 5, czyli jedna
sposrod czterech cyfr: {6, 7, 8, 9}. A wiec w interesujgcym nas miejscu musi by¢ cyfra nalezaca jednoczesnie do obu zbiordw,
czyli do zbioru cyfr wiekszych od 5 i zarazem do zbioru cyfr mniejszych od 7. Jest tylko jedna taka cyfra: cyfra 6. I to wtasnie ona
powinna znalez¢ sie w rozpatrywanym przez nas miejscu, czyli u samej géry nad 6. Wstawiamy jg tam.

_6
34680 : 57

Nastepnie mnozymy 6 przez 57, otrzymujac w rezultacie liczbe 342. Podpisujemy jq pod dzielng w wiadomy sposdb, czyli tak,
aby jej ostatnia cyfra - cyfra 2 - znalazta sie w jednym pionie z widoczng u samej goéry 6.

6
34680 : 57
— 342

Teraz odejmujemy: od liczby 346 liczbe 342, i wynik zapisujemy nizej

6

34680 : 57
— 342
4

Jako roznice otrzymaliémy liczbe 4. Poniewaz rdznica jest mniejsza od dzielnika, czyli od liczby 57, wiec widoczna u samej
gory 6 jest cyfrg prawidtowo okreslajaca, ile razy liczba 57 miesci sie w 346.
Nastepnie tuz obok 4, bedacej przed chwilg obliczong réznicg, dopisujemy 8, ktérg uprzednio spuszczamy z dzielnej (czwarta
cyfra dzielnej, przedostatnia).
6
34680 : 57
— 342
48

W ten sposéb otrzymali$my u dotu liczbe 48. Zapytujemy sie siebie: ile razy w 48 miesci sie liczba 57? Oczywiscie ani razu.

W poprzednich przypadkach, gdy 57 nie miescita sie w danej liczbie ani razu, w odpowiednim miejscu u samej gory nie pisa-
lismy zadnej cyfry, lecz pozostawialiSmy to miejsce puste. To prawda, nie pisaliSmy zera, ale tylko dlatego, ze na poczatku liczb
nie pisze sie zer. Nikt rozsadny nie napisze przeciez liczby na przyktad 21 w taki sposéb: 021. Jednak w $rodku i na korcu liczb
pisze sie zera. Dlatego wtasnie u samej gory, nad cyfrg 8, wstawiamy zero.

60
34680 : 57
— 342
48

Gdyby w miejscu przed chwilg napisanego u samej gory zera stata jakakolwiek inna cyfra, to pomnozylibysmy ja przez 57
i otrzymywany wynik podpisaliby$my pod 48. W przypadku, gdy u samej gory jest 0 (tak jak my teraz mamy), postepujemy inaczej:
mianowicie tuz obok liczby 48, z prawej strony, dopisujemy 0, ktére uprzednio spuszczamy z dzielnej (ostatnia cyfra dzielnej).

60
34680 : 57
—342 |

480

W ten sposob otrzymalismy u dotu liczbe 480. Zapytujemy sie siebie: ile razy w 480 miesci sie liczba 57? I znowu trzeba, tak
jak byto to w przypadku 6, rozpocza¢ proces odgadywania. Teraz jednak mamy juz pewne do$wiadczenie i w zwigzku z tym od
razu odgadujemy witasciwg cyfre. Jest nig 8. Wstawiamy jq u samej gory, w pionie, nad spuszczong ostatnio cyfra.

608
34680 : 57
—342
480




Nastepnie mnozymy 8 przez 57, otrzymujac w rezultacie liczbe 456. Podpisujemy jg pod 480 w odpowiedni sposob - tak jak
widac to nizej - i odejmujemy: od liczby 480 liczbe 456.

608
34680 : 57
— 342
480
— 456
24

Jako réznice otrzymaliSmy liczbe 24. Poniewaz jest ona mniejsza od liczby 57, zatem widoczna u samej gory 8 jest cyfrg
prawidtowo okreslajaca, ile razy liczba 57 miesci sie w 480.

Poniewaz z gory z dzielnej nie mozemy juz spusci¢ zadnej cyfry, gdyz takowej juz nie ma, wiec dzielenie z resztg sposobem
pisemnym liczby 34680 przez 57 zostato zakoriczone. Widoczna u dotu liczba 24 jest resztg z tego dzielenia.

Teraz opiszemy, jak nazywajq sie poszczegolne liczby wystepujace w tym dzieleniu.

iloraz niezupetny

608
dzielna — 34680 : 57 < dzielnik
— 342
480
— 456
24
)

reszta

Wynik dzielenia z resztg zapisujemy w nastepujacy sposob:
34680 : 57 = 608 reszta 24.
Zapewne kazdy z Was wie, ze poprawnos¢ wykonanego dzielenia sposobem pisemnym sprawdza sie, mnozac iloraz (wynik
dzielenia) przez dzielnik. Jezeli dzielenie zostato wykonane prawidtowo, to powinniémy otrzymac dzielna.
A jak sprawdza sie poprawnos$¢ wykonanego dzielenia z resztg sposobem pisemnym? Mnozac iloraz niezupetny przez dzielnik
i dodajac do otrzymanego iloczynu reszte. Na przyktad wykonane przez nas dzielenie z resztq nalezatoby sprawdzi¢ nastepujaco:

608 - 57 + 24 = 34680.

Umiemy juz dzieli¢ z resztg sposobem pisemnym, mozemy zatem zaja¢ sie kongruencjami.

A A 2 A 4

Liczby catkowite a i b przystajg modulo m (gdzie m jest ustalong liczba naturalng), jezeli obie dzielone z resztg
przez m dajg te sama reszte. O liczbach takich méwimy tez, ze sg kongruentne modulo m.
Fakt, ze liczby a i b sg kongruentne modulo m, zapisujemy krotko:

a =b (mod m).

Przyktad
Liczby 95 i 147 przystaja modulo 13, gdyz:
1 _11
95:13 147 : 13
91 —13_
4 17
-13
4

Jak wida¢ z powyzszego, obie dzielone z resztg przez 13 dajg te sama reszte - reszte 4.
Piszemy wiec
95 =147 (mod 13).

Gdyby nauczyciel w szkole dat polecenie: znajdzcie reszte z dzielenia liczby 21 - 15 + 53 przez 15, to zdecydo-
wana wiekszos$¢ uczniow najpierw znalaztaby przedstawienie tej liczby w postaci zapisu dziesietnego:

2115 + 53 =368 «— zapis dziesietny,

a dopiero pdzniej wykonataby dzielenie z resztg sposobem pisemnym liczby 368 przez 15:



24
368 : 15
-30
68
~60
8
Reszta, ktorg polecit znalez¢ nauczyciel - jak widaé¢ - wynosi 8.
Tylko nieliczna garstka ucznidéw - tych najbystrzejszych - postgpitaby inaczej. Mianowicie zamiast najpierw
obliczac liczbe 368, a potem jeszcze dzieli¢ jg przez 15, to od razu podzielitaby z resztg przez 15 liczbe 53:
3
53:15
—45
8
otrzymujac, jak widaé, prawidtowg reszte.

Nie jest to zaden przypadek, lecz prawidtowos¢. Majac bowiem zapisang liczbe w postaci sumy, gdzie jeden ze
sktadnikdéw jest iloczynem, w ktdérym jako czynnik wystepuje wiasnie ta liczba, przez ktérg mamy dzieli¢ z resztg,
to wowczas dla znalezienia tej reszty wystarczy jedynie podzieli¢ z resztq ten drugi sktadnik sumy. Nie potrzeba
znajdowac catej liczby.

Wyjasnimy teraz, dlaczego tak jest. 53 = 3-15 + 8, wiec do wyrazenia 21 - 15 + 53 w miejsce liczby 53 wsta-
wiamy wyrazenie 3 - 15 + 8, otrzymujac w ten sposob

21-15+3-15+ 8.

Liczbe 15, bedacg wspolnym czynnikiem w obu iloczynach: 21 - 15i 3 - 15, wyciggamy poza nawias, korzysta-

jac w tym przypadku z wtasnosci rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania:

(a+b):c=a‘c+b-c

Jak przechodzimy od strony lewej do prawej widocznego w ramce zapisu, to wéwczas nazywa sie to otwiera-
niem nawiasu, gdy natomiast przechodzimy od strony prawej do lewej, to wtedy okresla sie to jako wyciaganie
wspodlnego czynnika poza nawias.

W rozpatrywanym przez nas przypadku 2115 + 3+ 15 + 8 liczbe 15, wystepujacq w obu iloczynach, wyciaga-
my poza nawias, otrzymujac wyrazenie:

21+ 3)- 15+ 8,
ktore po dodaniu liczb wystepujacych w nawiasie przyjmuje postac:
24 - 15 + 8.
Zauwazmy, ze te sama widoczng wyzej postac otrzymalibysmy réwniez podczas sprawdzania poprawnosci wyko-
nania dzielenia z reszta sposobem pisemnym liczby 368 przez 15.
368 : 15 =24 reszta 8, 53:15 = 3 reszta §,

Wida¢ z tego, ze przedstawienie liczby, bedacej wartosciq wyrazenia 21 - 15 + 53, najpierw w postaci zapisu
dziesietnego, a dopiero potem podzielenie jej z resztg przez 15, nie spowodowato zmiany reszty w stosunku do
podzielenia z reszta 53 przez 15, a jedynie wptyneto na zmiane ilorazu niezupetnego.

Ten ostatni wniosek bedzie miat donioste znaczenie podczas wykazywania pewnych wiasnosci kongruencji.

Rozpatrzmy dwie kongruencje:

422 =219 (mod 29)
502 = 328 (mod 29)

o wspolnym module. Obie sg prawdziwe, co tatwo sprawdzi¢. W przypadku pierwszej kongruencji, dzielac z resztg
obie liczby: 422 oraz 219 przez 29, otrzymamy w obu przypadkach, jak widac¢ nizej,

_14 _1
5132 129 219 :29
i E
—116
16

te sama reszte — reszte 16, co swiadczy o prawdziwosci pierwszej kongruencji. Natomiast w przypadku drugiej
kongruencji, dzielac z resztq liczby 502 i 328 przez 29, takze otrzymamy te samg reszte, teraz z kolei rowng 9:



17 1
502 :29 328:29
-29 -29
212 38
~203 %
9

co $wiadczy o prawdziwosci drugiej kongruencji.
Dodajmy obie kongruencje stronami, otrzymujac w ten sposdb kongruencje
422 + 502 = 219 + 328 (mod 29),
ktora po uproszczeniu przyjmuje postac:
924 = 547 (mod 29).

Czy jest to prawdziwa kongruencja, czy tez nie? Przekonajmy sie.
Obie strony kongruencji podzielmy z resztg przez 29:

31 18
924 :29 547 : 29
—87 =29
54 257
-29 —232
25 5

Jak wida¢ z powyzszego, w obu przypadkach dostalismy te sama reszte réwng 25. Zatem kongruencja
924 = 547 (mod 29) jest prawdziwa.
Czy jest to przypadek, czy prawidtowosé, ktéra ma zawsze miejsce? Przekonajmy sie.
422 :29 = 14 reszta 16 i 219 : 29 = 7 reszta 16,
co mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:
422 =14-29 + 16 oraz 219 =729 + 16,
Dalej:
502:29 = 17 reszta 9 i 328 :29 = 11 reszta 9,
co z kolei zapisujemy w postaciach:
502 =17-29+9 oraz 328 =11-29 +09.

Dodajemy:
422 + 502 = 219 + 328 =
=14 29 + 16 + 17 - 29 + 9 = =729 + 16 + 11 - 29 + 9 =
L 422 bl 502 ! L 219— L — 38—

14 -29 + 1729 + 16 + 9 729 + 1129 + 16 + 9 =
(14 + 17 ) +-29 + 16 + 9 (7 + 11 )29 + 16 + 9 =
=31-29+16+9 =18-29+16+9

Z postaci wyrazenia 31 + 29 + 16 + 9 wida¢ natychmiast, ze reszta z dzielenia liczby bedacej wartoscig
tego wyrazenia przez 29 jest taka sama, jak reszta z dzielenia sumy 16 + 9 przez 29. Wynika to bezposrednio
z poczynionych wczesniej ustalen. Po prostu na reszte z dzielenia przez 29 nie ma zadnego wptywu sktadnik
31+ 29, ktéry wystepuje w rozpatrywanym przez nas wyrazeniu i ktdry jest wielokrotnoscig liczby 29. Podobnie
sprawa wyglada w przypadku wrazenia 18 - 29 + 16 + 9. Tutaj takze reszta z dzielenia przez 29 uzalezniona jest
tylko i wytacznie od sumy 16 + 9. A wiec otrzymany wczesniej rezultat nie byt dzietem przypadku.

Kongruencje o wspolnym module mozna dodawac¢ stronami
Jezelia=b (mod m)ic=d(modm), toa+ c=b+ d(modm)

Teraz rozpatrzmy dwie inne kongruencje o wspdélnym module:

381 =17 (mod 7)
305 =25 (mod 7)



Obie sg prawdziwe, co tatwo moze kazdy z Was sprawdzi¢ sam (tak samo jak to byto robione poprzednio)
Pomndzmy obie kongruencje stronami, otrzymujac w ten sposéb kongruencje
381305 =17+25(mod 7),
ktdra po uproszczeniu przyjmuje postac:
116 205 = 425 (mod 7).
Otrzymana kongruencja jest réwniez prawdziwa, co tatwo sprawdzi¢, dzielac z resztg liczby wystepujace po obu
stronach kongruencji przez modut, czyli przez 7. W obu przypadkach otrzymamy te sama reszte réwng 5, co do-
wodzi prawdziwosci kongruencji.
Ale czy to, ze po pomnozeniu obu stron kongruencji otrzymaliémy kongruencje prawdziwg, byto tylko dzietem
przypadku, czy tez jest to prawidtowos¢, ktdra zawsze zachodzi? Popatrzmy:
381 =547+ 3, 17=2-7+3,
305=43-7 + 4, 25=3-7+4.
Teraz pomnoézmy liczby bedace lewymi stronami kongruencji, czyli pomndzmy 381 przez 305. Otrzymujemy:
381:305=(54-7+3)(43-7+4)=54-7-43-7+54-7-4+3-43-7+3-4=

Po wyciggnieciu z zaznaczonej czesci wspdlnego czynnika poza nawias - tym wspdlnym czynnikiem jest oczywi-
écie 7 - otrzymujemy:
=‘(54-43-7+54-4+3-43) . 7‘+3-4.
Na wielkos¢ reszty, jaka bedzie rezultatem podzielenia przez 7 liczby bedacej wartoscig powyzszego wyrazenia,
nie ma zadnego wptywu ta cze$¢ wyrazenia, ktora jest wielokrotnoscig 7 (ta cze$¢ wyrazenia zostata zaznaczona
na kolorowo). Aby zatem znalez¢ owg reszte, nie potrzeba wcale oblicza¢ wartosci wyrazenia ujetego w nawias
- wystarczy jedynie obliczy¢ reszte z dzielenia liczby bedacej wartoscig iloczynu 3 - 4, czyli reszte z dzielenia
12 przez 7. A to natychmiast oblicza sie w pamieci:
12:7 =1 reszta 5.

A teraz zobaczymy, co bedzie, jak pomnozymy liczby bedace prawymi stronami kongruencji, czyli jak pomno-

zymy 17 przez 25. Obliczamy:
17-25=(2-7+3)(3'7+4)=‘2-7-3-7+2-7-4+3-3-7‘+3-4=
Po wyciagnieciu z zaznaczonej czesci wspdlnego czynnika wynoszacego 7 poza nawias dostajemy:
=2:3-7+2-4+3:3)-7+3-4

Z tych samych powodow co poprzednio, na reszte z dzielenia przez 7 liczby bedacej wartoscig ostatniego wyra-
zenia nie ma zadnego wptywu iloczyn (237 4+ 2-4 + 3-3)-7. Reszta ta zalezy tylko i wytacznie od pozostatej
czesci wyrazenia, czyli od iloczynu 3 - 4. Jest wiec taka sama, jak w przypadku mnozenia liczb bedacych lewymi
stronami kongruencji, czyli rowniez wynosi 5.
Z przeprowadzonych wyzej rozwazan widac od razu, dlaczego

kongruencje o wspolnym module mozna mnozy¢ stronami
Jezelia=b(modm)ic=d(modm),toa*c=b-d(modm).

Poniewaz kongruencja
¢ =c (mod m)

jest zawsze prawdziwa dla dowolnego modutu, zatem
do obu stron kongruencji mozna dodawac te samag liczbe

Jezelia=b (mod m), toa +c=b + ¢ (mod m),
oraz
obie strony kongruencji mozna mnozy¢ przez t¢ samaq liczbe

Jezelia=b (modm),toa*c=b-c(modm).



Wsrdd kongruencji o tym samym module zachodzi nastepujacy zwigzek:
Jezelia=b (mod m) oraz b = c (mod m), to a=c (mod m).
Wyjasnienie tego faktu jest natychmiastowe. Najlepiej to zrobi¢ na konkretnym przyktadzie.
Mamy dwie kongruencje

47 =11 (mod 9) oraz 11 =101 (mod 9),

obie prawdziwe, co kazdy moze sam fatwo sprawdzi¢. Teraz popatrzmy na dwie nizej widoczne ramki. Ta z lewej
strony dotyczy kongruencji 47 = 11 (mod 9), a ta z prawej strony kongruencji 11 = 101 (mod 9).

47 : 9 = 5 reszta

11:9 =1 reszta 2
11

11:9 =1 reszta 2 101 :9 = 11 reszta

Zachodzenie widocznych w ramkach, ustawionych pionowo, kolorowych znakéw réwnosci jest oczywiste.
Wynika to z samej definicji kongruencji. W takim razie mozemy napisa¢ nastepujaca réwnos¢:

Jaka cyfra powinna znalez¢ sie w obu krateczkach? Oczywiscie 2. Zatem na miejsce:
47:9 = S reszta 2 oraz 101 :9 = 11 reszta 2,

co z kolei oznacza zachodzenie kongruencji
47 =101 (mod 9).

Z zachodzenia obu kongruencji 47 = 11 (mod 9) oraz 11 = 101 (mod 9) wykazaliSmy prawdziwo$¢ kongruencji
47 = 101 (mod 9), i to nie na drodze bezposredniego sprawdzenia, lecz wyjasniajac caty mechanizm za to odpo-
wiedzialny. Tym samym dowiedliSmy, ze

Jezeli a=b (mod m) oraz b =c (mod m), to a = ¢ (mod m)

Zadania, ktérych rozwigzanie wymaga postuzenia sie kongruencjami, czesto wystepuja na réznych
konkursach i olimpiadach matematycznych. Ale nie tylko. Kongruencje majq takze zastosowanie przy
rozwigzywaniu bardzo skomplikowanych rownan w liczbach catkowitych, a takze - o czym bedziecie mogli
przekonac sie w trakcie lektury ostatniego artykutu z niniejszego numeru - w kryptologii, czyli dyscyplinie
zajmujacej sie szyfrowaniem i deszyfrowaniem.

Iloczyna-a-...-a, w ktdrym wystepuje n czynnikdw, a kazdy z nich réwny jest liczbie a, nazywamy potega.
Iloczyn taki zapisujemy w skroécie:
n razy

podstawa potegi — a® — wyktadnik potegi



Przyktady

EA SIS}

2
L3
4

B

Teraz na konkretnym przyktadzie wykaze pewien wzor dotyczacy dziatan na potegach, ktéry bedzie bardzo
przydatny przy rozwigzywaniu zadan, jakie za moment sie pojawia.

25:25=(2+2-2+2+2)+(2+22)=2+22+2+2+2+2-2=28

Przechodzac od wyrazenia (2:2+2-2+2)+(2+2-2)do wyrazenia2-2-2-2-2+2-2-2, opuscitem tylko nawiasy,
co wolno mi byto zrobi¢, poniewaz mnozenie jest dziataniem tacznym. Z powyzszego wynika, ze

25.93 = )8
Co zauwazyliscie? Mianowicie, ze

2503 = 2543 = )8
Uogolnimy to.

Dla dowolnej liczby a i naturalnych liczb n oraz m prawdziwy jest wzor

an . am — an+m

A teraz zapowiedziane wczesniej nietypowe, bardzo rzadkie zadania, ktdre dzieki znajomosci kongruencji
Z tatwoscig rozwigzujg uczniowie, czym wprawiaja w zdumienie wtasnych nauczycieli.

Wszystkie te zadania pojawity sie w swoim czasie na réznych konkursach, olimpiadach i innych zawodach
matematycznych.

ZNAJDZ RESZTE Z DZIELENIA PRZEZ 43...

Znajdz reszte z dzielenia przez 43 liczby 710,
ROZWIAZANIE

Moze jednak, zanim przejdziemy do wtasciwego rozwigzania, wyjasnie Wam, dlaczego uczniowie rozwigzuja
z fatwoscig tego typu zadania, czym wprawiajg w zdumienie swoich nauczycieli. Otéz starajac sie znalez¢ reszte
z dzielenia jakiej$ liczby naturalnej przez inng liczbe naturalng, zwykle postepuje sie tak, jak to opisatem na
samym poczatku niniejszego artykutu, czyli wykonuje sie dzielenie z resztg sposobem pisemnym. Umiejetnosc
takiego dzielenia jest powszechna i powinny ja posiadac dzieci dziewiecioletnie. Teraz jednak w dobie ogdlnodo-
stepnych urzadzen liczacych nierzadko zdarza sie tak, ze mtodsi uczniowie umieja, dzieli¢ z reszta sposobem pi-
semnym, gdy natomiast ich starsi koledzy zdazyli juz to zapomniec¢. Ale dlaczego o tym pisze? Otdz ta powszech-
na znajomosc¢ dzielenia z resztg sposobem pisemnym powoduje, ze jak tylko pojawi sie polecenie znajdz reszte
z dzielenia... to natychmiast kazdy chciatby najpierw przedstawié liczbe, bedaca wartoscig danego wyrazenia,
w postaci dziesietnego zapisu pozycyjnego i dopiero potem dzieli¢ jg z reszta w ogdlnie znany sposéb. Nauczyciele
spodziewajg sie wiec, ze jak ich uczniowie ujrza, ze aby liczbe bedaca wartoscig potegi 7'°° przedstawi¢ w postaci
dziesietnego zapisu pozycyjnego, nalezy 7 pomnozy¢ przez siebie az 1000 razy, to sie od razu przestrasza zadania
i nie bedg nawet prébowali zaczynac je rozwigzywac.

Z praktycznego punktu widzenia przedstawienie liczby 7' w postaci dziesietnego zapisu pozycyjnego nie
ma najmniejszego sensu, gdyz - jak fatwo oszacowac - liczba ta miataby ponad 825 cyfr. Skad to wiem? Sami
popatrzcie:

7¢=7-7+7-7=2401>2000 =2-1000 = 2+ 10°.



Z tego wniosek, ze 74> 2 - 10°.

7452100 |
7452 10°

250 razy

7452+ 10°
Wymnoézmy te wszystkie nieréwnosci stronami. Otrzymujemy:
74.74...'.74>2.2..”.2.103.103.....103

L | | |
I I I

250 razy 250 razy 250 razy

Po zastosowaniu wzoru, ktéry omawiatem wczeéniej — chodzi o wzér a" + a™ = a™*™ — dostajemy:

74+4+ L. t4 > 2250 . 103+3+ L. 13

250 razy 250 razy
Poniewaz
4+4+...+4=4-250=1000, 34+3+...+3=3-250 =750,
250 razy 250 razy

zatem ostatnig nieréwnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci:
7100() > 2250 . 1075().

2'9= 1024 , co tatwo obliczy¢, mnozac bezposrednio 2 przez siebie dziesie¢ razy.
Poniewaz 2! = 1024 > 1000 = 103, zatem 2'° > 103.

Teraz popatrzmy:
2250 = DI0+10... +10 = 210. 210« w210 5 103103+, .. -103= 103343 =103 = 107.
| L |

|
I I
25 razy 25 razy 25 razy 25 razy

Z tego wynika, ze
225() > 1075.

Jezeli w nieréwnosci 71%° > 2250 - 107° liczbe 22 zastapimy mniejszg liczbgq - na przyktad 107 - to nieréw-
nos¢ bedzie oczywiscie zachowana. Wiec postgpmy tak: 2%° zastepujemy przez 107. W rezultacie otrzymujemy
nieréwnos¢:

71()()() > 1075 . 10750.
Poniewaz 107 - 107° = 107°*7° = 10%%, zatem
7]0()0 > 10825.

Liczbe 1082 w dziesietnym zapisie pozycyjnym tworzy jedna jedynka i ustawionych za nig 825 zer:
100 ... 0.

825 zer

Z nieréwnosci 7' > 10%% wynika, ze liczba 7'°° jest wieksza od liczby 10%%, czyli od liczby 100 ... 0.

—

825 zer

W kazdym systemie pozycyjnym - a wiec rowniez w dziesietnym - jest tak, ze wieksza liczba ma nie mniej
cyfr od liczby mniejszej. Z tego wniosek, ze liczba 7' ma nie mniej cyfr od liczby 100 ... 0, czyli nie mniej niz

826 cyfr. L

825 zer

By¢ moze rozumowanie, ktére przeprowadzitem w wyzej widocznej kolorowej wstawce, jest dla niektorych
z Was niezbyt zrozumiate, gdyz jest nieco skrotowe. Nie szkodzi. Nie ma ono bowiem zadnego znaczenia dla roz-
wigzania naszego zadania. Wyjasnia tylko, dlaczego uczen potrafigcy obliczy¢ reszte z dzielenia liczby 71°%° przez
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43 wprowadza w zdumienie swych nauczycieli. A czy Wy na miejscu swoich nauczycieli nie bylibyscie zdumieni
tym, ze Wasz uczen potrafi precyzyjnie okresli¢ reszte z dzielenia niewyobrazalnej wrecz liczby - bo liczacej ponad
825 cyfr - przez liczbe 43? Cate rozumowanie objete kolorowa wstawkg stuzyto jedynie pokazaniu, ze liczba 7'
ma ponad 825 cyfr. Dla rozwigzania naszego zadania jest to nieistotne, dlatego jesli kto$ z Was nie zrozumiat
tego rozumowania, to nic sie nie stato, jezeli natomiast pojat je, to $wiadczy o tym, ze ma duze uzdolnienia ma-
tematyczne.

A teraz przechodzimy do wiasciwego rozwigzania naszego zadania.

ROZWIAZANIE WLASCIWE

Poniewaz 7> = 49 i 49 :43 = 1 reszta 6, zatem zachodzi nastepujaca kongruencja:
7% = 6 (mod 43).
6 podzielone przez 43 daje oczywiscie reszte 6, gdyz
0

6:43
-0

6 — reszta

Kongurencje 7> = 6 (mod 43) napiszmy trzykrotnie jedna pod drugq:

72 = 6 (mod 43)
72 = 6 (mod 43)
72 = 6 (mod 43)
Pomndzmy je stronami:
727?77 =666 (mod 43).

Poniewaz 7> - 7?-7?= 7****2="732="7% a 6-6+6 = 216 , zatem kongruencje 7>+ 7*-7* =6+ 6+ 6 (mod 43)
mozemy zapisa¢ w postaci:
7% =216 (mod 43).

Dzielac z resztg 216 przez 43, otrzymujemy: 216 : 43 = 5 reszta 1. Z tego wynika, ze zachodzi nastepujaca kongruencja:
216 =1 (mod 43).

Skoro 7° = 216 (mod 43) oraz 216 = 1 (mod 43), to zachodzi kongruencja
7 =1 (mod 43).

(Skorzystatem tutaj z dowiedzionego wczesniej faktu: mianowicie jezeli a = b (mod m) oraz b = ¢ (mod m), to
a =c (mod m).

Ile razy 6 miesci sie w 1000? Aby to stwierdzi¢, wystarczy podzieli¢ z resztg 1000 przez 6:

A wiec 6 miesci sie w 1000 az 166 razy.
W takim razie kongruencje 7° = 1 (mod 43) napiszemy 166 razy jedna pod druga:

7°=1 (mod 43)
7°=1 (mod 43)

166 razy

7°=1 (mod 43)

Pomndzmy je wszystkie stronami:
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7070 . -T°=1+1-...-1(mod 43).
\ | |
\ \
166 razy 166 razy
Poniewaz 76 - 76 ... - 76 =70 6% . +6,=7166:6 = 796 3 1 obojetnie ile razy pomnozona przez siebie zawsze
E— 166
166 razy il
daje 1, zatem kongruencje 7 - 7. .. - 7°=1+1-...-1
|

(mod 43) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:
|

[ [
166 razy 166 razy

7°% =1 (mod 43).
Teraz podpisujemy jedna pod drugq kongruencje 7°°° = 1 (mod 43) oraz dwukrotnie kongruencje 7> = 6 (mod 43):

7% =1 (mod 43)
7% = 6 (mod 43)
7% = 6 (mod 43)
Mnozymy je obustronnie, otrzymujac kongruencje

7% 7272 =1-6-6(mod 43).
Poniewaz 7% - 7% - 72 = 790 +2+2 = 7100 3 1.6 - 6 = 36, zatem ostatnig kongruencje mozemy zapisa¢ w postaci
71990 = 36 (mod 43).

Z tej ostatniej postaci wida¢ od razu, ze reszta z dzielenia liczby 7' przez 43 wynosi 36. Zapisujemy to w postaci:

71000 : 43 =[] reszta 36

iloraz niezupetny nieznany
Znalezlismy, jak wida¢, reszte, nie znajac ilorazu niezupetnego. Ale w naszym zadaniu chodzito tylko o znale-
zienie reszty, i to uczyniliSmy.

Odpowiedz: reszta z dzielenia liczby 7'°° przez 43 wynosi 36.

WYKAZ, ZE 7 DZIELL...

Wykaz, ze 7 dzieli liczbg 22225 + 55552222,

ROZWIAZANIE
Plan rozwigzania zadania:

v Najpierw znajdziemy reszte z dzielenia liczby 222255 przez 7 (I etap).
v Nastepnie znajdziemy reszte z dzielenia liczby 5555222 przez 7 (II etap).

vNa koncu znajdziemy reszte z dzielenia sumy obu powyzszych liczb, czyli liczby 2222%% + 55552222
przez 7 (III etap).

Etap I
Poniewaz

| SN

‘ —|— W

A O B NG
oI
]

|
wlB

Mozemy wiec napisac

2222 :7 = 317 reszta 3.
Zachodzi zatem kongruencja:

2222 =3 (mod 7).
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Zapiszmy te kongruencje, jedna pod drugq, 6 razy:

2222 =3 (mod 7)
2222 =3 (mod 7)

6 razy
2222 =3 (mod 7)
Pomndézmy je wszystkie stronami:
‘2222-2222...-2222‘5‘3-3-...-3‘(mod 7).
6 razy 6 razy
Lewq strone powyzszej kongruencji zapisujemy w postaci potegi
22228,

a prawg strone - po wymnozeniu szesciu 3 - w postaci dziesietnego zapisu pozycyjnego:
3.3:3-3-3-3=729.
Po zrobieniu tego ostatnia kongruencja przyjmuje postac:
22225=1729 (mod 7).

Poniewaz

104
729 :7
=7
29
—28
1

zachodzi wiec nastepujaca kongruencja:
729 =1 (mod 7).

Z faktu, ze prawdziwe sg dwie kongruencje: 2222° = 729 (mod 7) oraz 729 =1 (mod 7), wynika zachodzenie
nastepujacej kongruencji:
22220=1 (mod 7)
(skorzystaliSmy tu z wiasnosci: jezelia=b (mod m) orazb =c¢ (mod m), to a =c (mod m).

Ile razy 6 miesci sie w 5555? Aby to stwierdzi¢, wystarczy podzieli¢ z resztg 5555 przez 6:

925
5555:6

—54
15
—-12

35

=30

5

A zatem 6 miesci sie w 5555 az 925 razy.

W takim razie kongruencje 2222¢ =1 (mod 7) napiszmy 925 razy jedna pod druga:

22228=1 (mod 7)
2222=1 (mod 7)

925 razy
2222%=1 (mod 7)
Pomndzmy je wszystkie stronami:
‘22226 £ 22220 22226‘5‘1 I SR 1‘(mod 7)
925 razy 925 razy
Poniewaz 22226 - 22226 . ... 22226 =122226%6%.--%6 =172992925:6 = 2222550 3 | obojetnie ile razy pomnozone
‘ ‘ 925 razy
925 razy
przez siebie zawsze daje 1, zatem kongruencje ‘22225 £ 22226 ZZZZj z‘l +1-...+1(mod 7) mozemy zapisac
925 razy 925 razy

w nastepujacej postaci:
2222%% =1 (mod 7).
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Na poczatku rozwigzania ustaliliSmy, ze zachodzi kongruencja 2222 = 3 (mod 7). Napiszmy jq jedna pod
drugaq piec razy:

2222 =3 (mod 7)
2222 =3 (mod 7)
2222 =3 (mod 7)
2222 =3 (mod 7)
2222 =3 (mod 7)

Po pomnozeniu ich stronami otrzymujemy kongruencje:
2222% =35 (mod 7).
Poniewaz 3° = 243, wiec w powyzszej kongruencji potege 3° mozemy zastgpic przez 243, otrzymujac w ten sposob
kongruencje
22225 =243 (mod 7).
Biorac pod uwage, ze 243 : 7 = 34 reszta 5, dostajemy kolejng kongruencje:
243 =5 (mod 7).
Z prawdziwosci kongruencji 22225 = 243 (mod 7) oraz 243 = 5 (mod 7) wynika zachodzenie kongruencji:
22225 =5 (mod 7).
Kongruencje 22225 = 1 (mod 7), ktdérej prawdziwos¢ wykazaliSmy wczesniej, i kongruencje 2222° = 5 (mod 7),
ktorej zachodzenie pokazali$my przed chwilg, piszemy jedna pod druga:
2222550 =1 (mod 7)
22225 =5 (mod 7)
i nastepnie mnozymy je stronami:
222255022225 =1 -5 (mod 7).
Poniewaz 2222550 . 22225 = 2222%50+5 = 222255 zatem ostatnig kongruencje mozemy zapisa¢ jako

222255 =5 (mod 7) | .

1 witasnie o znalezienie tej kongruencji chodzito w pierwszym etapie. Z jej postaci widac¢ od razu, ze reszta

z dzielenia liczby 222255 przez 7 wynosi 5.
Przechodzimy wiec do drugiego etapu.
Poniewaz 5555 :7 = 793 reszta 4, zatem zachodzi kongruencja 5555 = 4 (mod 7). Piszemy ja trzykrotnie jedna
pod drugaq:
5555 =4 (mod 7)
5555 =4 (mod 7)
5555 =4 (mod 7)
Po pomnozeniu ich stronami otrzymujemy:
5555% = 4% (mod 7).
Biorac pod uwage, ze 4° = 64, ostatnig kongruencje zapisujemy jako
55553 = 64 (mod 7).
Poniewaz 64 : 7 = 9 reszta 1, zatem prawdziwa jest kongruencja
64 =1 (mod 7).
Zachodzenie kongruencji 5555° = 64 (mod 7) oraz 64 = 1 (mod 7) pociaga za sobq prawdziwos$¢ kongruencji
55553 =1 (mod 7).
Ile razy 3 miesci sie w 22227 Proste podzielenie z resztg 2222 : 3 = 740 reszta 2 ujawnia, ze 740 razy.
Zatem kongruencje 5555° = 1 (mod 7) piszemy 740 razy jedna pod druga;:

55553 =1 (mod 7)
55553 =1 (mod 7)
. . 740 razy

5555* =1 (mod 7)
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Pomndzmy je wszystkie stronami:

5555%-5555% - .. .-5555%=1-1-...-1(mod7)
[ [ |
740 razy 740 razy
Poniewaz ‘55553 - 55558 - .- 5555? = 555533+ 13 = 55557403 = 55552220 zatem kongruencje widoczng dalej
740
740 razy il
5555355553+ .. .+-5555=1-1-...-1(mod 7) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:
[
740 razy 740 razy

55552220 =1 (mod 7).

Teraz podpisujemy jedna pod drugq kongruencje 5555%22° = 1 (mod 7) oraz dwukrotnie kongruencje 5555 = 4 (mod 7):

5555220 = 1 (mod 7)
5555 =4 (mod 7)
5555 =4 (mod 7)
Mnozymy je obustronnie, otrzymujac kongruencje
55552220 . 5555 - 5555 =1+4 - 4 (mod 7).
Ostatnig kongruencje mozemy zapisa¢ w postaci:
5555%22 = 16 (mod 7).
Poniewaz 16 : 7 = 2 reszta 2, wiec zachodzi kongruencja
16 =2 (mod 7).

Z zachodzenia kongruencji 5555%?2 = 16 (mod 7) oraz 16 = 2 (mod 7) wynika prawdziwos¢ kongruencji

| 5555222 = 2 (mod 7) |

Znalezienie tej kongruencji jest ukoronowaniem drugiego etapu.
Z jej postaci widac¢ od razu, ze reszta z dzielenia liczby 5555%*? przez 7 wynosi 2.

Przechodzimy zatem do trzeciego etapu.
Etap III

Teraz podpisujemy jedna pod drugg kongruencje ujete w ramki, czyli te, ktérych znalezienie byto ukoronowa-
niem pierwszego i drugiego etapu rozwigzania zadania:

2222%% =5 (mod 7)
55552222 =2 (mod 7)

Nastepnie dodajemy je stronami, otrzymujac w ten sposdéb kongruencje:
2222%% 4 5555222 = 5 4+ 2 (mod 7),
skad
2222555 + 55552222 = 7 (mod 7).

Poniewaz 7 = 0 (mod 7), wiec biorgc pod uwage zachodzenie kongruencji 2222%% + 5555222 = 7 (mod 7) oraz
7 = 0 (mod 7), dochodzimy do wniosku — na mocy dobrze nam znanej wiasnosci kongruencji, bo kilkakrotnie juz
wykorzystywanej - ze prawdziwa jest rowniez kongruencja:

| 2222555 4+ 55552222 = () (mod 7)

’

ktdéra oznacza nic innego, tylko to, ze
(222255 + 5555222) : 7 = [] reszta 0.
!

iloraz niezupetny nieznany

Otrzymany wynik oznacza, ze liczba 222253 + 55552222 dzieli sie przez 7, co wiasnie nalezato udowodnic.
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ZNAJDZ TRZY OSTATNIE CYFRY...

Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 13'%,
ROZWIAZANIE

Co wigze powyzsze zadanie z kongruencjami? Zobaczmy, czym faktycznie jest znalezienie trzech ostatnich
cyfr liczby 13,
Podzielmy w tym celu jakas$ dowolng liczbe - na przyktad 27 839 - przez 1000:
27
27839 : 1000
— 2000
7839

— 7000
839

Zatem 27839 : 1000 = 27 reszta 839.
Przyktad ten pokazuje nam, ze znalezienie trzech ostatnich cyfr jakiej$ dowolnej liczby sprowadza sie do
otrzymania reszty z dzielenia tej liczby przez 1000.
Zatem znalezienie trzech ostatnich cyfr liczby 13'% polega na obliczeniu reszty z dzielenia tej liczby przez 1000,
a to juz umiemy S$wietnie realizowaé, umiejetnie postugujac sie kongruencjami. Zaczynamy.
Poniewaz 13° = 2197 i 2197 : 1000 = 2 reszta 197, zatem zachodzi kongruencja:
13 = 197 (mod 1000).
Powyzszg kongruencje mnozymy stronami przez siebie, otrzymujac w ten sposdb nowg kongruencje:
133133 =197 - 197 (mod 1000),
skad
13° =809 (mod 1000),
(skorzystalismy tu z faktu, ze 197 - 197 = 28 809 i ze 28 809 : 1000 = 28 reszta 809). Ostatnio otrzymang kongru-
encje znowu mnozymy stronami przez siebie, w rezultacie czego dostajemy kongruencje
13613 =809 - 809 (mod 1000),
skad
1312 =481 (mod 1000)
(skorzystaliSmy tu z faktu, ze 809 - 809 = 654 481 i ze 654 481 : 1000 = 654 reszta 481). Ostatnig kongruencje
jeszcze raz mnozymy stronami przez siebie, dochodzac w ten sposob do kongruencji
132132 = 481 - 481 (mod 1000),
skad
1324 =361 (mod 1000)
(skorzystaliSmy tu z faktu, ze 481 - 481 = 231 361 i ze 231 361 : 1000 = 231 reszta 361). I jeszcze raz ostatnig kon-
gruencje mnozymy stronami przez siebie, otrzymujac nastepng kongruencje
13%4. 132 = 361 - 361 (mod 1000),
skad
13% = 321 (mod 1000)
(skorzystalismy tu z faktu, ze 361 - 361 = 130 321 i ze 130 321 : 1000 = 130 reszta 321).

Uff. Teraz juz po raz ostatni ostatnig kongruencje mnozymy stronami przez siebie, otrzymujac w rezultacie
kongruencje

134 . 134 =321 - 321 (mod 1000),
skad
13% = 41 (mod 1000)
(skorzystaliSmy tu z faktu, ze 321 - 321 = 103 041 i ze 103 041 : 1000 = 103 reszta 41).

Juz jesteSmy bardzo blisko konca. Pod kongruencjg 13% = 41 (mod 1000) podpisujemy kongruencje, ktorg
otrzymaliémy na samym poczatku, czyli kongruencje 13* = 197 (mod 1000):
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139
133

= 41 (mod 1000)
= 197 (mod 1000)
Obie kongruencje mnozymy stronami:
13% - 133 =41 - 197 (mod 1000),
skad
13%* = 77 (mod 1000)

(skorzystaliSmy tu z faktu, ze 41 - 197 = 8077 i ze 8077 : 1000 = 8 reszta 77).
Teraz juz nie mnozymy kongruencji stronami, lecz obie strony ostatniej kongruencji mnozymy przez liczbe 13:

13- 13% =13 - 77 (mod 1000),
a stad dostajemy, ze
131 =1 (mod 1000),
(skorzystalismy tu z faktu, ze 13 - 77 = 1001 i ze 1001 : 1000 = 1 reszta 1).

Z ostatniej kongruencji wida¢ bezposrednio, ze trzy ostatnie cyfry liczby 13'® tworza blok 001 .

il L

Tajemnice szyfrow

Nierzucajqca sie w oczy willa na przedmiesciach stolicy jednego z panstw Bliskiego Wschodu. Zza zaluzji widaé
kilka zwyklych komputerow. Do budynku wchodzq i wychodzq co jakis czas miodzi ludzie w wytartych dzinsach,
z niedbalymi fryzurami i kolczykami w uszach. Wchodzi rowniez mlody dwudziestokilkuletni chlopak w dzinsach
z wielkimi dziurami na kolanach, z dwoma kolczykami: jeden w uchu, a drugi w nosie, oraz z czerwonymi wlosami
na glowie, zrobionymi ,,na irokeza”. To putkownik wywiadu, kierownik rzqdowego osrodka wojny elektronicznej,
Jjeden z najblizszych i najbardziej zaufanych oraz cenionych doradcow premiera. Po ukoniczeniu matematyki utrzy-
mywal sie z hakerstwa. To znaczy na zlecenie jednych firm wiamywal sie do sieci informatycznych konkurencji
albo w celu jej dezorganizacji, albo dla pozyskania jakichs cennych informacji. Schwytany w koncu przez policje,
otrzymat propozycje: albo pojdzie za kratki, albo obejmie kierownictwo rzqdowego osrodka wojny elektronicznej.
Domyslacie sie, co wybral. I wlasnie w ten sposob zostal jednym z najbardziej cenionych doradcow premiera.

Anthony Zboralski — jeden z legendarnych hakerow, ktory w 1994 roku jako 19-letni geniusz komputerowy
o pseudonimie ,, Frantic” przez 7 miesiecy buszowatl po archiwach FBI i ktory po odsiedzeniu za to wyroku we
Francji wyemigrowal do Indonezji, gdzie kieruje firma ochrony komputerowych sieci Bellua Asia Pacific — ko-
mentuje to tak:

— Moim zdaniem sytuacja jest coraz gorsza. Coraz wigcej komputerow, coraz wiecej ludzi, a coraz mniej eks-
pertow, ktorzy rzeczywiscie wiedzq, o co chodzi w ochronie cyberprzestrzeni.

Oczywiscie ochronq cyberprzestrzeni, jak i wojnq elektroniczng nie mogq zajmowac sie osoby, ktore ukonczy-
Iy kierunki humanistyczne. Swiat potrzebuje coraz wiecej ludzi z wyksztalceniem Scistym, a wiec informatykéw,
elektronikow, matematykow, fizykow i tak dalej. Mianem kierunkow scistych okresla sie wszystkie te kierunki, na
ktorych matematyka odgrywa istotng role. W Rosji przy wielu wydzialach matematycznych powstaly nawet kierunki
kryptologii. Nie bez powodu wiec hakerzy rosyjscy i chinscy uchodzq za najgrozniejszych na swiecie. Majq bowiem
solidne wyksztalcenie matematyczne.

A sprawa nie jest blaha, gdyz armie i rzqdy prowadzq dzis wojny za posrednictwem hakerow. Ofiarami sieciowego
szpiegostwa lub sabotazu padaly juz — oczywiscie w roznym czasie — systemy informatyczne roznych ministerstw
i innych waznych centralnych urzedow w Niemczech, Wielkiej Brytanii, Francji, Japonii czy Stanach Zjednoczonych.
Co prawda na razie ze skutkami takich atakow lepiej lub gorzej radzq sobie specjalisci od bezpieczenstwa sieci,
ale nalezy wzigé pod uwage, ze obecnie hakerzy rekrutowani sq w ten sposob, ze przyltapani na gorqcym uczynku
sq szantazowani i aby uniknq¢ wiezienia, decydujq sie na prace dla wtadz. Sq to na ogol bardzo mlodzi ludzie, bez



17

specjalistycznego wyksztalcenia. Mozna smiato powiedzie¢: hakerzy amatorzy. Co za tym idzie, ich ataki nie sq zbyt
wyrafinowane. Calkiem inaczej sprawa moze wygladac, gdy wezmgq sie za to prawdziwi zawodowcy, posiadajqcy
specjalistyczne przygotowanie w zakresie matematyki. Prof. Ryszard Tadeusiewicz, wybitny cybernetyk i infor-
matyk z Akademii Gorniczo-Hutniczej w Krakowie, twierdzi, Ze profesjonalni hakerzy sq w stanie obejs¢ wszelkie
odmiany internetowej policji. Ci hakerzy, ktorzy potrafiq operowac na podstawowym, zero-jedynkowym poziomie,
mogaq ustali¢ na nowo pierwotne zasady dzialania komputerow. Mogq wowczas przeprowadzic¢ atak, wobec ktorego
moglyby sie okazac niewystarczajqce wszelkie dotychczasowe zabezpieczenia.

W naszym nieduzym objetosciowo czasopismie nie jesteSmy oczywiscie w stanie omowic caloksztaltu zagadnien
zwiqzanych z bezpieczenstwem sieci informatycznych. ChcielibySmy naszym Czytelnikom przedstawic pewien drobny
fragment tych zagadnien, a mianowicie zapoznac ich z jednym z najbardziej rozpowszechnionych obecnie kryptosys-
temow z kluczem publicznym — systemem RSA. Tym bardziej Zze w tym roku mija 30 lat od jego powstania.

30 LAT RSA

W 1978 roku trzech matematykéw z MIT (Massachusetts Institute of Technology), ktéry uznawany jest za
najlepszq uczelnie techniczng na $wiecie, opracowato taki sposdb kodowania wiadomosci, ze:

a) kazdy moze oglosic publicznie (na przyktad w gazecie): adresowane do mnie wiadomosci prosze
szyfrowac tak a tak;
b) zaszyfrowana wiadomo$é moze wystac kazdy, ale odczyta¢ ja - jedynie adresat.

Twdrcami RSA - kryptosystemu z kluczem publicznym - sg Ron Rivest, Adi Shamir i Leonard Adleman. Nazwa
systemu RSA powstata z pierwszych liter ich nazwisk.

W dowodzie tego, ze z praktycznego punktu widzenia szyfr jest nie do ztamania, wykorzystuje sie twierdzenie
teorii automatdéw. Po prostu dwie bardzo duze liczby pierwsze (liczace na przyktad po kilkaset cyfr kazda) pomnozy¢
z wykorzystaniem komputera jest tatwo, ale postagpi¢ odwrotnie, to znaczy majac jedynie éw iloczyn, a nie znajac
tych liczb pierwszych, obliczy¢ je, czyli inaczej mdéwiac, roztozy¢ dw iloczyn na czynniki pierwsze, nawet najszyb-
szemu i najlepiej zaprogramowanemu komputerowi zabiera to zbyt duzo czasu (moga to by¢ nawet lata pracy).

Teraz pokazemy, jak sie w praktyce szyfruje i deszyfruje w systemie RSA. Poniewaz ,Swiat Matematyki” jest
czasopismem matematycznym o profilu edukacyjnym, dlatego dla ftatwosci i przejrzystosci obliczen uzyjemy bardzo
matych liczb pierwszych. Najpierw zaszyfrujemy, a potem przeprowadzimy deszyfracje otrzymanego wczesniej
szyfrogramu. Uczynimy to na przyktadzie stowa

SZYFR

Najpierw sporzadzimy tabelke z ponumerowanymi literami alfabetu polskiego:

numer|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9|10/11|12|13|14|15|16

znak |Gl A|A|B|C|C|D|E|E|F|G|H|T|3|K L L

17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30|31|32|33|34|35

MIN|IN/OIOIP|Q|IRISIS|T|IUIVIW|X|Y Z| Z|Z

Nastepnie opiszemy procedure szyfrowania w RSA w szesciu punktach:
. Wybieramy dwie liczby pierwsze p i q.
. Obliczamy n = pq.
. Wybieramy liczbe e wzglednie pierwsza z (p — 1) (q — 1).
. Wyznaczamy liczbe catkowita d, 0 <d<(p—1)(q— 1), takazeed+a(p—1)(q—1) = 1.
. Udostepniamy pare (n, e) jako nasz klucz publiczny RSA.
. Zachowujemy w tajemnicy pare (n, d) jako nasz klucz tajny RSA.

AU WN =

Przystepujemy do szyfrowania stowa SZYFR.

@ Jako dwie liczby pierwsze wybieramy 7 oraz 13.

@ Obliczamy ich iloczyn 7 - 13 = 91.

@ Wybieramy liczbe e wzglednie pierwszg z (7 — 1) - (13 — 1) = 6 - 12 = 72. Liczba e wzglednie pierwsza z 72 to
taka liczba, ze najwiekszy wspdlny dzielnik liczby e oraz 72 wynosi 1. Takg liczbg e moze by¢ na przyktad 11.
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@ Wyznaczamy liczbe catkowitg d, gdzie 0 < d < 72, takg ze 11d + 72a = 1. Do réwnania ed + a(p — 1) (g — 1) = 1
w miejsce e wstawili$my liczbe 11 (wybraliSmy jq w @ jako liczbe e), a w miejsce (p — 1) (@ — 1) wstawiliSmy
liczbe 72, ktdra obliczylismy wczesniej réwniez w (. Réwnanie 11d + 72a = 1 jest réwnaniem nieoznaczonym
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Umiejetnos¢ rozwigzywania tego rodzaju rownan jest bardzo wazna w matematyce, a mimo tego nie jest ob-
jeta w Polsce programem nauczania matematyki w szkole. Tego rodzaju rownan nie umiejg rozwigzywaé nawet
uczniowie z klas maturalnych o profilu matematycznym. Réwnania nieoznaczone pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi rozwigzuje sie za pomocg bardzo interesujacego i na dodatek fatwego algorytmu, na tyle tatwego,
ze bez trudu opanowujg go nawet 11-latkowie (sam to sprawdzitem na kdétku matematycznym w pigtej klasie
szkoty podstawowej). Nie bede tego algorytmu tutaj przytaczat, gdyz po pierwsze nie ma teraz na to miejsca,
a po drugie zostat on bardzo szczegdétowo objaéniony w pierwszym numerze ,Swiata Matematyki” w artykule
,Stare francuskie zadanie z XVIII wieku” przy okazji rozwigzywania zadania ,Handlarze winem i celnicy”. Jesli
kto$ z naszych Czytelnikéw nie ma tego numeru, to moze go zamowic¢, korzystajac z naszej strony internetowej:
www.swiatmatematyki.pl

Nie bede wiec rownania 11d + 72a = 1 rozwigzywat, tylko podam samo jego rozwigzanie, a konkretnie war-
tos¢ niewiadomej d, ktora spetnia warunek 0 < d < 72 . Bo tylko ona jest tu nam potrzebna jako klucz tajny RSA.
Poszukiwana wartos¢ d wynosi 59.

@ Udostepniamy pare (91, 11) jako nasz klucz publiczny RSA.

@ Zachowujemy w tajemnicy pare (91, 59) jako nasz klucz tajny RSA.

Majac klucz publiczny RSA, ktérym w naszym przypadku jest para (91, 11), mozemy przystapic¢ do szyfrowania
wiadomosci brzmigcej SZYFR. W tym celu znaki wystepujace w tym stowie zastepujemy cyframi, wedtug wczesniej
sporzadzonej tabelki.

S z Y F R
25 33 32 09 24

Tekst jawny zapisany cyfrowo:
25:33:32:09:24

szyfrujemy wedtug wzoru:
E(x) = x¢ (mod n)

gdzie x oznacza numer danego znaku, e = 11, an = 91.
E(25) = 25" (mod 91)

Poniewaz kongruencje zostalty omoéwione bardzo szczegdtowo we wczeséniejszym artykule niniejszego numeru, wiec
nikt z Czytelnikdw nie powinien mie¢ trudnosci ze zrozumieniem, o co tu wtasciwie chodzi. E(25) oznacza nic innego,
tylko reszte z dzielenia liczby 25" przez 91. Obliczamy. Poniewaz 25% = 625, a z kolei 625 : 91 = 6 reszta 79, zatem

252 =179 (mod 91).

Powyzszg kongruencje mnozymy stronami przez siebie:

252=179 (mod 91)
252="79 (mod 91)

Po pomnozeniu otrzymujemy:
254 =79% (mod 91).

Poniewaz 792 = 6241, a 6241 : 91 = 68 reszta 53, zatem
79% = 53 (mod 91).

Teraz korzystamy z faktu, ze jezeli 25* = 792 (mod 91) i 79% = 53 (mod 91), to

254 =53 (mod 91).
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Powyzszg kongruencje znow mnozymy przez siebie stronami

254 =53 (mod 91)
254 =53 (mod 91)

otrzymujac
258 = 532 (mod 91).
Poniewaz 532 = 2809, a 2809 : 91 = 30 reszta 79, zatem
532=179 (mod 91).
Teraz korzystamy z faktu, ze jezeli 25% = 532 (mod 91)i 532 =79 (mod 91), to
258 =79 (mod 91).
Teraz z kolei mnozymy stronami trzy kongruencje:
258 =79 (mod 91)
252=179 (mod 91)
25 =25 (mod 91)
w rezultacie otrzymujac

258+241 =179 . 79 . 25 (mod 91),

skad
25" =156 025 (mod 91).

Uwzgledniajac fakt, ze 156 025 : 91 = 1714 reszta 51, mamy
156 025 = 51 (mod 91).
Z tego, ze 25" = 156 025 (mod 91) i 156 025 = 51 (mod 91), dostajemy kongruencje:

25" = 51 (mod 91).
Zatem
E(25) = 25" (mod 91) = 51.

Po prostu reszta z dzielenia liczby 25! przez 91 wynosi 51.
Podobne obliczenia przeprowadzamy w przypadku szyfrowania pozostatych znakdéw:

E(25) = 25" (mod 91) = 51
E(33) = 33" (mod 91) = 80
E(32) = 32" (mod 91) = 37
E(09) = 9" (mod 91) = 81
E(24) = 24" (mod 91) = 19

W ten sposdb otrzymaliémy zapisany cyfrowo szyfrogram:
51:80:37:81:19.

A jak ma przeprowadzi¢ deszyfracje ten, kto otrzymat powyzszy szyfrogram? Dzieki kluczowi tajnemu RSA. Deszy-

frujemy bowiem wediug wzoru:
D(x) = x¢ (mod n)

gdzie x oznacza liczbe wystepujacq w szyfrogramie, d = 59, an = 91.
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D(51) = 51°° (mod 91)

D(51) oznacza reszte z dzielenia liczby 51%° przez 91. Obliczamy. Poniewaz 512 = 2601,
a 2601 : 91 = 28 reszta 53, zatem

512 = 53 (mod 91).
Powyzszg kongruencje mnozymy stronami przez siebie:

512 =53 (mod 91)

512 =53 (mod 91)
W rezultacie otrzymujemy:

51* = 53% (mod 91).
Poniewaz 532 = 2809, a 2809 : 91 = 30 reszta 79, zatem

532=179 (mod 91).
Teraz korzystamy z faktu, ze jezeli 514 = 53% (mod 91) i 53?2 = 79 (mod 91), to

514 =179 (mod 91).
Ostatnig kongruencje mnozymy stronami przez siebie, w rezultacie otrzymujac:

518 =792 (mod 91).
Poniewaz 79° = 6241, a 6241 : 91 = 68 reszta 53, zatem

792 = 53 (mod 91).

Jezeli 51 = 79% (mod 91) i 79? = 53 (mod 91), to

513 = 53 (mod 91).
Teraz mnozymy stronami dwie kongruencje:

513 = 53 (mod 91)
51# =179 (mod 91)

w rezultacie otrzymujac:
518t =53 - 79 (mod 91),
a stad
512 = 4187 (mod 91).
Poniewaz 4187 : 91 = 46 reszta 1, wiec

512 =1 (mod 91).

Mnozymy stronami az siedem kongruencji:

512 =1 (mod 91)
512 =1 (mod 91)
512 =1 (mod 91)

1

512 =1 (mod 91)
518 =53 (mod 91)
512 = 53 (mod 91)
51 =51 (mod 91)
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Po pomnozeniu otrzymujemy:
5112#12412+124842+1 = 1 . 1. ] . 1 . 53 - 53 - 51 (mod 91),
skad
51%° = 143 259 (mod 91).
Poniewaz 143 259 : 91 = 1574 reszta 25, zatem
51%° =25 (mod 91).
Oznacza to, ze reszta z dzielenia liczy 51°° przez 91 wynosi 25.
Jak wida¢, otrzymali$my z powrotem liczbe 25, ktéra w tabeli jest numerem litery S. Klucz tajny RSA pozwoli nam

na deszyfracje catego szyfrogramu:

D(51) = 51¥ (mod 91) = 25,

D(80) = 80%° (mod 91) = 33,

D(37) = 37 (mod 91) = 32,

D(81) = 81 (mod 91) = 9,

D(19) = 19* (mod 91) = 24.

Widac, ze wszystko sie zgadza.

Na pewno niektorzy z Was zetkneli sie juz nieraz z systemem RSA, gdyz jest on podstawa kon-
strukcji tak zwanych certyfikatow elektronicznych, potwierdzajacych na przykiad autentycznosc¢
niektorych stron internetowych. Jezeli otwierales kiedy$ strony za pomoca bezpiecznego protokotu
internetowego (wiekszos¢ przegladarek wyswietla wowczas ikone zamknietej kiodki), to na pewno
z systemu RSA korzystales.

Czytelnicy, ktérych niniejszy artykut zainteresowat, moga przeczyta¢ wiecej na ten temat w bar-
dzo przystepnie napisanej ksiazeczce, bedacej 19. tomikiem z serii ,,Miniatury Matematyczne”, wyda-
wanej przez Wydawnictwo ,,Aksjomat” z Torunia.
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Claude Elwood Shannon
30.04.1916 - 24.02.2001

Amerykanski matematyk i inzynier,
profesor MIT.

Jako jeden z pierwszych

pojat doniosto$¢ kodu binarnego,
twierdzac, ze da sie nim opisac
tekst, obraz i dzwiek.

Jego najstynniejsze dzieto to
~Matematyczna teoria komunikacji”
wydana w 1948 .

Alan Mathison Turing
A 23.06.1912 - 7.06.1954

Angielski matematyk,

tworca maszyny Turinga,

jeden z ojcdw informatyki.

Na przetomie 19391940 r.
zaprojektowat tzw. bombe Turinga
(czeSciowo w oparciu o prace
polskich kryptologdw,

m.in. Mariana Rejewskiego),
urzadzenie do tamania

kodu Enigmy.

Marian Adam Rejewski
16.08.1905 - 13.02.1980

Polski matematyk i kryptolog.

W 1932 r. ztamat kod Enigmy,
najwazniejszej maszyny szyfrujacej,
uzywanej przez hitlerowskie Niemcy.
Autor ,bomby kryptologicznej”,
skonstruowanej w 1938 r.

do odczytywania szyfrow Enigmy.
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