Szkic rozwigzania

EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI - rozwigzania, poziom rozszerzony(4)

(zadania publikowane w Swiecie Matematyki nr 69, dostepnym w sklepie na naszej stronie)

Zadanie 1.
Zatozenie: m#£0 i A=(—=2m)*—4-m-1=4m*—4m=>0. Rozwigzaniem ostatniej nierdwnosci jest zbidr
m € (—oo0;0) U{l;0). Zatem m € (—o0;0) U{1;00). Ze wzoréw Viéte’a wynika, ze:

—2m 1
x1+x == = 2 oraz x1X2 = e

Podany warunek mozemy zapisa¢ w postaci:
(x1+x2)" = 2212 =2,
czyli:

stad m=1. Zatozenia zadania zostaty spetnione.

Odpowiedz: m=1.

Zadanie 2.
Mamy do rozwigzania réwnanie x3—mx2+mx— 1=0. stad kolejno otrzymujemy:
(*=1)—mx(x— 1)=0,
(x—D(xX*+x+1)—mx(x— 1)=0,
(x—D*+0—-m)x+1)=0,
x=1 tub x*+(1—m)x+1=0.
Ostatnie réwnanie musi mie¢ dwa rézne rozwiazania, oba rézne od 1. Zatem:
A=(1-m)*=4-1-1>0 oraz 1*+(1—m)- 1+ 1#0.
Wobec tego m*—2m—3>0 oraz m+ 3. Rozwiazaniem ostatniej nieréwnosci jest zbiér m € (—oo;—1) U (3;00).

Odpowiedz: m € (—oo;—1) U (3;00).

Zadanie 3.

Podstawmy ¢t = 12!, Wtedy mamy do rozwigzania nierownosc:

2=13t+12>0,

stad:
t<1Iub =212,
czyli:
12"'< 1w 127> 12,
Zatem:
12M< 120 wp 121> 12],
a wiec:

lxI<Owblxl>1
Wobec tego x=0 lubx=1 lubx<—1.

Odpowiedz: m € (—oo;—1) U {0} U (1;00).



Zadanie 4.

1
Zatozenie: x> 0. Oznaczmy ¢ = x'***. Poniewaz X'%x = x " = ﬁ, zatem mamy réwnanie:
1_ 9L
1+7=10 10
czyli:
10 —101¢+10=0.
Stad: 1
t=10 lub l‘=w,
czyli: 1
X% =10 Iub x"** = 10~
Stad: | 1
logx*** =10g 10 1yb log x'*#* = log 10
logx - logx =1 lub logx - logx =—1.
Zatem:

2 2
(logx)*=1 1ub (logx)’=—1.
Pierwsze réwnanie daje alternatywe:
logx=1 Ilub logx=—1.
Drugie rownanie nie ma rozwigzania. Wobec tego mamy rozwigzania:

x=10'=10 ub x=10_1:%.

Oba spetniajq zatozenia.

Zadanie 5.
Mamy kolejno réwnania rownowazne:
|sinx|+|cosx|=1,
(Isinx|+|cosx|)*=1% (daa,b=>0mamy g =b < a* = b?)
[sinx |+ 2|sinx|-|cosx|+|cosx|*= 17,
sin’x +|2sinx cosx |+ cos’x = 1,
(sin*x + cos’x) +1sin2x| = 1,
1+]sin2x|=1,

[sin2x|=0,
sin2x=0,
2x = k7,

x=k- % (k - liczba catkowita).

Zadanie 6.

Mamy f(x)=x3+mx2+x+m, skad f'(x)=3x2+2mx+l dla XxER. Wykres pochodnej (funkcja kwadratowa)
musi by¢ nastepujacy:

_F\-/t 4 *_\4'/} ‘AC'__?LJX ‘l\—_yz—»x

gdyz pochodna funkcji f w przedziale (1, 00) musi by¢ dodatnia. Zatem:

A<Olub (xpy=11A=0) lub x1 <x,< 1.
Wobec tego:

b _ — —b+4y/A
2m2—4-3'1<0Iubxw:Tg:%:llubx2=b24f<l(dlaA>0,a>O).
Wynika stad, ze: 2
—2m+y4m-—12
mE(—ﬁ;ﬁ)lubmeﬁlubm: n \/6m7<1.



Przeksztatcamy ostatnig nieréwnos¢ i otrzymujemy:

Jam*—12 < 6+ 2m.

Musi by¢:
6+2m=0,
czyli:
m=-3.
Dalej mamy:
(Vam*—12)’<(6+2m)’,
4m* —12<36+24m+4m?,
m=—2.
Ponadto:
4m*—12>0,
czyli:
m € (—o0;—y/3) U(y/3;0),
a wiec:

m € (=2;—V3) U(/3;0).

Odpowiedz: m < (—2;—\/§> U </§;w)

Zadanie 7.

Rozwazana nieskonczona suma skfada sie z dwdch szeregdw geometrycznych:

1 1 1 1 1 .
x+7x2+zx3+... oraz ?—F-i-F—... (gdzie x#£0).

, 1
Pierwszy z powyzszych szeregow ma wyraz pierwszy X i iloraz jx

. , . ) 1. 1
Drugi z powyzszych szeregdw ma wyraz pierwszy L iloraz e
Warunkiem zbieznosci nieskorniczonego szeregu geometrycznego o ilorazie g jest nieréwnos¢ |q| < 1. Jezeli ten

a
warunek jest spetniony, to suma wyrazéw tego ciagu wynosi S = ﬁ, gdzie a; to pierwszy wyraz ciggu.
W naszym przypadku mamy:

q=%x i aj=x oraz q=—% ia =

1
X
Zatem mamy nieréwnosci: 1 1
<[5 <

oraz réwnanie:

(1) it = 6%.

Z dwoch ostatnich nieréwnosci wynika, ze:

x €(=2;2)ix € (—o00; = 1) U (l;00),

czyli:
) x €(=2;,-1)u(1;2).
Rozwigzujemy réwnanie (1):
2x 1 _ .2 . _
St =65 /5(2 x)(x+1)

10x(x+1)+52—-x)=322—x)(x+1),
10x% + 5x 4+ 10 =—32x> + 32x + 64,
47x%—27x—54=0, /:3
14x*—9x—18=0.

Obliczamy A=(—9)>—4-14-(—18)=1089, skad vA = 33.



Zatem:

9+33 _ 42 1 9-33 _—-24 _ =6

XT3 04 T8 "1 T 514 T o8

Liczba x| spetnia zatozenie (2), a liczba X, nie spetnia go.

Odpowiedz: x= 1%.

Zadanie 8.

Spédjrz na rysunek pod spodem.

Wiadomo, ze w czworokat wypukty mozna wpisaé okrag wtedy, gdy sumy przeciwlegtych bokéw tego czworokata sg
réwne. Zatem:
ctc=a+b,

at+b
2 .
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy réownanie:
1 \2
hZ + ( a 2 b) — C2,

2 2
2, ({a=-bY _(atb )
+ =
w+(478) = (42,

atb

Stad h*=ab. Wobec tego r = %h = %@ (dlaczego?). Oczywiécie ¢ = D)

skad:

czyli:

Zadanie 9.

Niech X i i oznaczaja odpowiednio krawedz podstawy (kwadratu) oraz wysoko$¢ prostopadtoécianu. Pole powierzchni
catkowitej prostopadtos$cianu wynosi:
x> +4xh+x* =48,
czyli:
x*+2xh =24,

kad:
sa 24 — &*
2x

2
v=h=o o = e Lo

h=
Objetos¢ prostopadtoscianu wynosi:

Obliczamy pochodna funkciji V:

Vix)=12 —% 2dia x € (O;2x/g), (dlaczego?).

Rysujemy wykres V'(x).

A
i iﬁ\"'ﬁi' K
V'(x)>0 dia x € (0;2¢2),
Vi(x)< 0 dia x € (24/2;246),
V'(2y/2)=0.
Wobec tego w punkcie X = 22 mamy maksimum funkji V.
zatem Vi = V(24/2) = 1642,

Mamy:



Zadanie 10.
Wszystkich zdarzeh elementarnych jest tyle, ile ciagéw (i, ], k), gdzie i,j,k=1,2,3,4,5,6, czyli.k
0=6:6-6=216.
Wyznaczamy liczbe ciggéw geometrycznych:

(1,1,1); (2,2,2); (3,3,3); (4,4,4); (5,5,5); (6,6,6) - sq to ciagi geometryczne o ilorazie 1,
1

(1,2,4); (4,2,1) - sq to ciagi o ilorazach odpowiednio - oraz 2.
Zatem A=6+1+1=8 (A - zdarzenie zawarte w treéci zadania).
Mamy: .
_A_ 8 _ 1
Zadanie 11.

Réwnania podanych okregdéw zapisujemy w postaci:
(x+m)2+y2:1 i (x+2)2+y2: 1.

Srodek pierwszego okregu ma wspétrzedne S;(—m; 0) i promien ri=1.
Srodek drugiego okregu ma wspétrzedne Sy(—2;0) i promien r,=1.

(a) Stycznos$¢ wewnetrzna.

Mamy wtedy warunek | 1.2 | =|r— 7], czyli:
V2= Em)P+H (1= (D) =[1-1],
V(=2+m)* =0,
lm—2]=0,
m=2.

Okregi pokrywajg sie, poniewaz posiadajg taki sam promien.

(b) Stycznos$¢ zewnetrzna.

Mamy wtedy warunek |Sl S | = |r1+ 19) |, czyli:

V(=2+m)+ 07 =[1+1],
Vim=2)=2,

Im—2]=2,
m—2=21lub —(m—2)=2,
m=4 lub m=0.

Zadanie 12,
Mamy réwnos¢ d,+1=3S,+1— Sy (dlaczego?). Stad:
anii=((n+ 1P +4n+1)— (2 +4n) = (> +6n+5)— (> +4n) = 2n+5,
Niech 1> 1. Podstawmy n— 1, zamiast 1. Wtedy:
a,=2(n—1)+5, czyli a,=2n+3 dla n> 1.
Wykazemy, ze powyzszy wzdr jest réwniez prawdziwy dla n= 1. Istotnie:

a;=S;=1"+4-1=5=2-1+3.

Witold Bednarek



