szkic rozwigzania — Witold Bednarek

Ptaskie odlegtosci

Zadanie 1.
Dany jest tréjkat ABC. Znajdz taki punkt P, aby suma kwadratéw odlegtosci punktu P od wierzchotkéw A, B i C byta

najmniejsza.
Rozwigzanie

Wprowadzmy uktad wspétrzednych i oznaczmy A (a1, a2), B (b1, b2), C(c1, ¢2) oraz P (x, y). Mamy:

[PA[2+|PB|? + [PC|? = ((x — a1)? + (y — @2)?) + ((x = b1)? + (y = b2)?) +((x — c2)* + (y — c2)?).

Po przeksztatceniach otrzymujemy:

|[PA|%2+|PB|?+ |PC|2=3x?-2(a1+ b1+ c1)x+3y?-2(a1 + b1+ c1)y + a1 + b1? + c1? + @22 + b2 + ¢2?
Rozwazmy funkcje kwadratowa f(t) = 3t2 — 2dt. Funkcja ta osigga swe minimum dla t = % = g. Zatem

poszukiwane minimum sumy kwadratow odlegtosci jest osiggniete dla:

al +b1+c1 a2 +b2+c2
X=——0raz =T.

3

at +bitel a2 +ba+ Cz) jest srodkiem tréjkata ABC, czyli punktem przeciecia jego sSrodkowych,

Punkt P( . ,
co Czytelnik zechce udowodnic.

Zadanie 2.
W kwadracie o boku 10 cm obrano dowolnie 201 punktéw. Wykaz, ze istniejg takie trzy punkty

V2

znajdujgce sie w kole o promieniu
Rozwigzanie

Dzielimy prostymi poziomymi i pionowymi kwadrat o boku 10 cm na sto kwadratéow o boku 1 cm.
W przynajmniej w jednym z tych kwadratéw znajda sie trzy wyrdznione punkty. Gdyby tak nie byto,
to liczba wyrdznionych kwadratow bytaby mniejsza od 201 (dlaczego?).

Kwadrat zawierajgcy trzy wyrdznione punkty jest zawarty w kole na nim opisanym, o promieniu

\/Z—E (dla czego)? Ta uwaga konczy rozwigzanie.

Zadanie 3.
Po przeciwnych stronach rzeki o szerokosci d znajdujg sie punkty A i B, jak na rysunku. W ktérym
miejscu nalezy zbudowa¢ most (prostopadty do brzegdéw rzeki), aby poprowadzi¢ najkrétszg droge

taczacy punkty A i B?
A




Rozwigzanie

Prosze spojrzec na rysunek.

Czworokaty BoBB’Ao i B1BB’A1 sg rdwnolegtobokami. Punkty A, Ao, B’ sg wspodtliniowe.

Niech Lo i L1 oznaczajg odpowiednio najkrétszg i dowolna inna droge. Mamy:

Lo = AAo + AoBo +BoB = AAo +d+ BoB = AAo +d +AoB' = AAo +AoB' +d=AB + d,‘
L = AA; + A1B1 +B1:B=AA; +d + B:B = AA; + d +A1B’ = AA; +A1B’ + d = AB’ + d.

Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze:
AA; + A1B’ > AB’,

a zatem L1 > Lo. Wobec tego droga AAo + AoBo +BoB jest najkrdtsza.

Zadanie 4.

Wykaz, ze dla dowolnego czworokata wypuktego stosunek najwiekszej odlegtosci miedzy

wierzchotkami do najmniejszej jest rowny co najmniej V2.
Rozwigzanie

Niech A, B, C, D bedg wierzchotkami czworokata wypuktego. Co najmniej jeden z katéw czworokata jest
nie mniejszy od 90°. Niech bedzie to na przyktad kat przy wierzchotku A (patrz rysunek).

D ¢

R B
Mamy wtedy |BD|? > |AB|% + |AD|? (dlaczego?).
Niech y oznacza dtugos¢ najdtuzszej przekatnej, zas x — dtugosé najkrotszego boku. Mamy zatem:
y2> |BD|?> |AB|%+ |AD|?22 x? + x% = 2x2

Stad y2 > 2x?, a wiec% > /2.



Zadanie 5.

Dany jest czworokat wypukty o polu 1 cm?2. Wykaz, ze co najmniej jedna z jego przekatnych ma dtugosc¢

nie mniejszg niz V2 cm.
Rozwigzanie
Znany jest wzor na pole P czworokata o przekatnych ds i d; oraz kacie a, zawartym miedzy nimi, a mianowicie

P =% d1d; sina.
Skorosina<1,toP s% did-.

Poniewaz P =1 (cm?), to 1 s% dids, czyli did, > 2.

Zatem d; 2 V2 (cm) lub d> 2 V2 (cm).



