Jacek Kredenc
Trzy indukcje
Zadanie 1

W bajce o smoku odkrylismy ceche podzielnosci przez 9. Fundamentalnym spostrzezeniem,
na ktérym oparto sie wyprowadzenie tej cechy, byt fakt, ze kazda liczba postaci: 10" — 1 dlan
naturalnego, jest podzielna przez 9. Teraz udowodnij prawdziwos¢ tego spostrzezenia dla
kazdego n naturalnego.

Rozwiazanie:

1) Sprawdzamy prawdziwos¢ twierdzeniadlan =1
101 -1=10-1=9
Poniewaz 9|9, wiec warunek jest spetniony
2) Sprawdzamy, czy nastepujgce zdanie jest prawdziwe dla dowolnego k naturalnego:

9|(10F — 1) = 9|(10%*1 — 1)

101 —1=10%-10'-1=10-10k—1=10-(10x-1+1) -1
=10-((108-1)+1)-1=(10-1)-10+10-1 -1
=(10k-1)-10+10—-1=(10X-1)-10+9

Poniewaz, zgodnie z zatozeniem indukcyjnym (10% — 1) dzieli sie przez 9, wiec przez 9

dzieli sie tez (10k - 1) - 10. Przez 9 dzieli sie tez 9, czyli (10k - 1) - 10 + 9 dzieli sie
przez 9. Co nalezato udowodnic.

Zadanie 2
Udowodnij, ze n” — n jest podzielne przez 7.
Rozwigzanie:

1) Sprawdzamy prawdziwos¢ warunkudlan =1
17-1=1-1=0
0 dzieli sie przez kazda liczbe, czyli dzieli sie tez przez 7. Warunek poczgtkowy jest
spetniony.
2) Sprawdzamy, teraz, czy nastepujgce zdanie jest prawdziwe dla dowolnego k
naturalnego

7Ik7 — k)= 7|((k+1)7 — (k+ 1))



Zacznijmy, od wyznaczenia (k + 1)7
W tym celu wykorzystamy trdjkat Paskala.

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Tak, wiec mamy:
(k+1)” =k7 + 7k® + 21k5 + 35k* + 35k3 + 21k?> + 7k + 1
Mozemy wiec zapisac:

(k+1)7"—(k+1) =k7 +7k®+ 21k> + 35k* + 35k® + 21k? + 7Tk + 1 -k — 1
= k7 + 7k® + 21k> + 35k* + 35k3 + 21k? + 6k
= (k7 — k) + (7k® + 21k> + 35k* + 35k3 + 21k? + 7k)
=k’ —k)+ 7 (k®+3k>+5k*+5k3+3k?+k)

(k7 — k) dzieli sie przez 7 z ztozenia indukcyjnego. Reszta tez dzieli sie przez 7, wiec catoé¢
dzieli sie przez 7 co koriczy dowdd.

Zadanie 3.
Udowodnij, ze 2" > n? dlan > 5.
Rozwigzanie:

1) Sprawdzamy prawdziwos¢ twierdzeniadlan =5
L: 25 = 32
P:52 =125
L>P
2) Sprawdzamy, teraz, czy nastepujgce zdanie jest prawdziwe dla dowolnego k
naturalnego wiekszego od 5
2k > k%2 =2k > (kK 4+ 1)2

na mocy ztozenia indukcyjnego
"~

L: 2k+1 = 2k .21 = 2.2k > 2k?
Trzeba jeszcze udowodni¢, ze dla k > 5 2k? > (k + 1)?
2k? > (k + 1)?
2k? > k> +2k+1 /—(k? + 2k +1)
k?—-2k—1>0



A=b?*—4ac=2*—-4-1-(-1)=4+4=8

VA= 22
kl:—b—«/ZZZ—zx/izz-@—\/i):1_\/E
2-a 2 2
k2=_b+ﬂ=2+2\/§=2'(1+ﬁ)=1+x/§
2-a 2 2

Poniewaz a > 0, wiec k? — 2k — 1 > 0 jest spetnionedlak < 1 —+v2i k > 1+ /2.
Poniewaz 1 +v2 < 5, wiec dla k > 5, k? — 2k —1 >0, co oznacza, ze dla k =5
2k? > (k + 1)? . Co nalezato dowieé¢.



