Rozwigzania zadan z numeru 36

Trudna geometria

Zadanie 1. Dany jest okrag o $rodku O i promieniu r. Srednica AB tego okregu przecina
pewng jego cieciwe CD w punkcie M. kat CMB jest rowny 75°, a kat srodkowy tego okregu
oparty na tuku BC (tym, do ktérego nie nalezy punkt D), wynosi 110°. czy potrafisz obliczy¢
kat Srodkowy oparty na fuku AD (nie zawierajagcym punktu B)?

Rozwiazanie

Zacznijmy od rysunku
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Tréjkat BOC jest trojkatem rownoramiennym, wiec katy przy wierzchotkach B i C majg taka
sama rozwarto$¢. Wyznaczmy mare kata CBA

ZCBA = %(180" ~ ZBOC)= %(180” —110”):%-70" =35°

Kat CBA jest katem wpisanym, a kat COA jest katem sSrodkowym i oba oparte sg na tym
samym tuku, wiec Kat COA ma dwa razy wiekszg rozwartos¢ niz kat CBA. Wynika z tego, ze
kat COA ma rozwartos$¢ 70°.

Obliczmy teraz z tréjkata CMO rozwartos¢ kata OCM

ZOCM =180° —(LCMO + £COA) =180’ — (75” + 70")= 1807 —145° =35°
Katy: kat CMO i kat DMO sg przystajgce, wiec

£ZDMO =180° — ZCMO =180 =75 =105°

Tréjkat CDO jest rownoramienny wiec katy: kgt OCD i kgt CDO majg takg samg rozwartosé,
czyli kat CDO ma 35°.

Z tréjkata OMD obliczmy rozwartosc szukanego kata AOD.
ZAOD =180° —(LOMD + ZMDO) =180 — (105 +35°)=180° —140° = 40°

Odpowiedz: Szukany kat ma 40°.

Zadanie 2. Na okregu o srodku O i promieniu r wybrane zostaty cztery punkty: A; B; Ci D,
takie, ze kat sSrodkowy tego okregu oparty na tuku AB ma 120°, kat sSrodkowy oparty na tuku
BC ma 40° i kat srodkowy oparty na tuku CD ma 80°. Oblicz Kgty wewnetrzne czworokata
ABCD, katy utworzone przez jego przekatne i katy utworzone przez proste zawierajgce
przeciwlegte boki.

Rozwigzanie:

Zacznijmy, jak poprzednio od rysunku
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Obliczmy ostatni z czterech katow srodkowych

ZAOD = 360" —(LAOB + ZBOC + ZCOD) = 360° — (120° +40° +80° ) = 360° — 240° =120"
Obliczmy teraz katy wewnetrzne czworokgta ABCD. Kat BAD jest kagtem wpisanym opartym
na fuku, na ktérym jest oparty kat srodkowy BOD. Kgt BOD ma 120°, wiec kat BAD ma 60°.

Podobnie wyliczymy pozostate katy wewnetrzne czworokata ABCD. Kat ABC ma 100°; kat
BCD ma 120° i kgt CDA ma 80°.

Uzupetnijmy teraz nasz rysunek o przekatne czworokgta ABCD, aby obliczy¢ pod jakim katem
sie one przecinaj3.

Zajmijmy sie kagtami trdjkata BSC.

Kat DBC jest katem wpisanym, opartym na fuku CD. Na tym fuku oparty jest tez kat
srodkowy, ktéry ma 80°. W takim razie kat CBD ma 40°.

Podobnie mozemy policzy¢, ze kat ACB ma 60°.
Mozemy teraz policzy¢ kat BSC, czyli kat pod ktérym przecinajg sie przekatne.

ZBSC =180" —(£SBC + ZSCB)=180° — (40° +60° ) =180° —100° =80°



Pozostato jeszcze policzy¢ kat pod jakim przetng sie przeciwlegte boki czworokata.
Uzupetnijmy wpierw rysunek.
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Skorzystamy, z tréjkata CDE. Katy: kat ADC i kat CDE sg przystajace, wiec kat CDE ma 100°.
Podobnie mozna obliczy¢, ze kat DCE ma 60°. W takim razie szukany kat CED ma 20°.
Podobnie, mozemy policzyé, ze boki AB i CD po przedtuzeniu przetna sie pod katem 40°.

Odpowiedzi:

Katy wewnetrzne czworokgta majg: 60° 100° 120° i 80°. przekatne tego czworokata
przecinajg sie pod katem 80° a przeciwlegte boki po przedtuzeniu przeciety by sie pod
katami: 20° i 40°.

Zadanie 3. Dany jest trojkat prostokatny ABC. Na przyprostokatnej BC obrano punkt M taki,
ze nie jest on zadnym koncem tego boku. Punkt M potaczono z przeciwprostokatng AB
tréjkata ABC odcinkiem MN takim, ze odcinek MN jest prostopadty do przeciwprostokatnej
AB. Udowodnij, ze kgt MAN ma takg samg rozwartosc¢ jak kat MCN.

Rozwiazanie:

Zacznijmy od pomocniczego rysunku.

Zajmijmy sie czworokgtem ACMN. Ma on dwa katy



proste, sg to katy: kat MCA i kat ANM. Odcinek AM rozcina ten czworokat na dwa trojkaty
prostokatne: tréjkat ACM i trojkat AMN. Na obydwédch tréjkatach mozna opisa¢ okrag.
Poniewaz sg to trojkaty prostokatne, wiec srodek tych okregéw bedzie lezat na srodku
odcinka AM, czyli tak naprawde, bedzie tylko jeden okrag opisujgcy oba wymienione tréjkaty
prostokatne. Katy a i B dla tego okregu bedg katami wpisanymi i oba bedg oparte na tym
samym tuku, czyli katy te majg tg samg rozwartosc.

Zadanie 4. Niech AA’ bedzie wysokoscig trojkata ostrokgtnego ABC, a punkt S Srodkiem
okregu opisanego na tym trdojkacie. Udowodnij, ze katy: kat BAA’ i kgt SAC majg taka sama
rozwartosé.

Rozwiazanie:

Zatozmy, ze kat ABA’ ma miare ¥. Korzystajgc z trdjkata prostokatnego ABA’ mozemy
stwierdzi¢, ze <= 907 — @, Kat CSA jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co

kat wpisany CBA wiec jego rozwarto$¢ wynosi 2 #. Wyznaczmy teraz z tréjkata ACS kat B.
Tréjkat ACS jest rownoramienny wiec ma dwa katy o takiej samej rozwartosci.

1
,8=5- (180° —2¢) =90° —

Katy a i B maja taka sama rozwartos¢.



Zadanie 5. Na okregu o srodku O i promieniu r obrano punkty: A; B; C; D. Nastepnie na tym
kregu wybrano jeszcze punkty: A’; B’; C' i D’, w taki sposéb, ze |AA’|=|BA’|; |BB’|=|CB’|[;
|CC’|=|DC’| i |DD’|=]AD’|. Udowodnij, ze proste A’C" i B'D’ s do siebie prostopadte.

Rozwigzanie:

Zauwaz, ze wystarczy dowies¢, ze trojkat C'D’E jest prostokatny. Kat B’D’C’ jest katem
wpisanym opartym na tuku o dtugosci bte Kat A’C’'D’ jest katem wpisanym opartym na
tuku o dtugosci ¢ ™ d. W takim razie kat bedacy suma katéw: kat B’D’C’ i kat A’C’'D’ oparty
bytby na tuku o dtugosci & = b+e~+ ﬂr, czyli na pétokregu. Wynika z tego, ze suma katéw :

kat B'D’C’+kat A’C’'D’ daje kat prosty. Poniewaz suma wszystkich katéw w tréjkacie wnosi
180°, wiec kat C'ED’ jest katem prostym.

Zadanie 6. Dwa okregi sg styczne wewnetrznie w punkcie M. Niech AB bedzie cieciwag
wiekszego okregu styczng jednoczesnie do matego okregu w punkcie T. Udowodnij, ze
potprosta MT jest dwusieczng kata AMB.

Rozwiazanie:



Aby rozwigza¢ to zadanie udowodnimy wpierw nastepujgcy lemat: Kgt miedzy styczng a
cieciwq okregu, poprowadzonq z punktu stycznosci, jest rowny pofowie kqta srodkowego,
opartego na tuku zawartym miedzy ramionami pierwszego kqta.

Dowodd lematu

Zauwazmy, ze jesli kat a jest katem prostym, to wewnatrz kata a znajduje sie caty pétokrag
na ktorym oparty jest kat srodkowy, ktory ma 180°, czyli dla tego przypadku lemat jest
prawdziwy.

Gdy a jest katem ostrym, to ma takie samo rozwarcie jak kgt y, bo trdjkat BCD jest
prostokatny o kacie prostym w wierzchotku C. w takim razie zachodzi nastepujgca rownosc:

Ly+ZCBD =Za+ ZCBD =90,

Po odjeciu kata CBD mamy, ze a=y. Kat y jest kagtem wpisanym opartym na tym samym tuku
co kat srodkowy B, wiec jest jego potowa. Wynika z tego, ze dla kata ostrego a nasz lemat tez
jest prawdziwy.

Kat rozwarty & jest rowny 90° + ZCBD . W jego wnetrzu znajduje sie tuk na ktérym opiera
sie kat wpisany ¥ =180” + ZCAD . Poniewaz, kat 90° jest potowa kata 180°, a kat CBD jako



kat wpisany jest potowg kata srodkowego CAD (oba sg oparte na tym samym tuku) wiec &
jest potowa kata X, co koiczy dowdd lematu.

Przystepujemy do rozwigzania zadania.

Przypadek pierwszy:

Tréjkat BDM jest trojkatem réwnoramiennym. Odcinek MT jest jego wysokoscig wiec jest
dwusieczng kata BMD.

Przypadek drugi:



Nalezy dowies¢, ze kat AMT=kat BMT.

Z rysunku widaé, ze ZAMT = LTMP — ZAMP | natomiast
ZBMT =180° —(LMBT + ZBTM ). Na mocy udowodnionego powyzej lematu kat AMP=kat
MBT. Poniewaz trojkat MPT jest rwnoramienny (jego ramionami sg obie styczne mniejszego

okregu), wiec kat TMP=kat ATM. £ZBTM =180° — ZATM . Podstawmy wyznaczone katy do
wyrazenia na kat BMT.

ZBMT =180° —(£MBT + ZBTM ) =180° — (£AMP + (180° — ZATM ))=180° — (LAMP +180° — ZATM )=
= 180° — ZAMP —180° + ZATM = ZATM — ZAMP = ZPMT — ZAMP = ZAMT

Zadanie 7.Dany jest trojkat ABC, ktérego kat wewnetrzny o wierzchotku B ma 60°.
Dwusieczne pozostatych katow wewnetrznych tego tréjkata, czyli odcinki AD i CE przecinajg
sie w punkcie M. Udowodnij, ze |MD|=|ME|.

Rozwiazanie:



A E B

Poniewaz kat ABC ma 60°, wiec pozostate katy tego trojkata majg w sumie 120°. Poniewaz
kat MAC jest potowg kata CAE, a kat ACE jest potowg kata ACB, wiec w sumie majg one
60°.katy te sg katami wewnetrznymi tréjkata AMC. W takim razie trzeci kgt AMC ma 120°. W
takim razie kat EMD tez ma 120°. Popatrzmy teraz na czworokat BDME. Przeciwlegte w nim
katy: kat EBD i kat EMD maja w sumie 180°. W takim razie druga para katoéw przeciwlegtych
ma tez w sumie 180°. Oznacza to, ze na tym czworokgcie mozna opisa¢ okrgg. Wowczas katy:
kat EBM i kgt DBM bedg katami wpisanymi w ten okrag, a ze oba majg takg sama miare, wiec
opierajg sie na tukach o tych samych dtugosciach. Tak wiec odcinki ME i DM sg cieciwami
ograniczajacymi fuki o tej samej dtugosci, wiec majg te sama dtugosé.



