Lukasz Kotodziej (Dobrzen Wielki)

»Znajdz liczbe, ktora jest kwadratem zupelnym
i pozostaje nim réowniez wowczas, gdy zmniejszymy ja o 8
lub tez zwiekszymy ja o 7.

Niech szukana liczba jest wymierna postaci ™ Po dodaniu do tej liczby 7 lub

nz
odjeciu od niej 8 ma pozosta¢ réwniez kwadratem zupelnym, wéwczas:

'm*+7_m:+7n: - m? 8_m:—8n: K .
2 T T . sg kwadratami.
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Aby utamki y: ! y: byly kwadratami zupetnymi, licznik i mianownik

muszg by¢ kwadratami zupetnymi. Jak wida¢ oba mianowniki spetniajg te
kryterium, wi¢c nalezy zaja¢ si¢ tylko licznikami. Postuzg nam do tego gnomony.
(Rysunek ponizszy jest tylko pogladowy 1 nie nalezy si¢ sugerowac rozmiarami
bokoéw itp. Nalezy uwaza¢ na dwa rézne punkty prawego rysunku, nazwane literg
A, bedace jednym punktem na lewym rysunku).
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Pole gnomonu BDEFNA jest réwne 7n*, a gnomonu ANFGLK jest 8n”. Po
wyprostowaniu ich w prostokacie AKFG na boku a odmierzytem odcinek b i
oznaczytem go prosta XZ. Powstaje w ten sposob prostokat XKFZ o polu réwnym
polu prostokata KCEF, z powodu wspdlnego boku KF. Nastepnie dorysowalem
prosta WY, tak by powstaty prostokat AWYG miat pole réwne 1n°. Teraz prostokat
WKFY i1 BAEF maja pola réwne Tn*. Az powodu rownosci pol prostokatow KCEF i
XKFZ, pola prostokatéw BACK i WXZY tez sg rowne. Pole prostokata AKFG jest
réwne AG a, pole prostokata AXZG: (a—b) AG, stad:

PAKFG - AG-a B a
Pixze (a—Db)-AG (a—b)

Z drugiej strony pole prostokata AKFG jest rtéwne 8n* co wynika z tresci zadania.
Pole prostokata AXZG jest rowne sumie p6l prostokatéw AWYG i WXZY. Pole
pierwszego jest rowne 1n?, a drugiego tyle ile ma prostokat BACK. Wyznacze pole
prostokata BACK. Najpierw wyznacz¢ dtugos¢ boku CA: jest to réznica odcinkéw
EA i EC: CA=EA—EC. Odcinek EC ma dtugos¢ EC=2m—a, a odcinek EA=2m+b.
Czyli CA=2m+b—(2m—a)= a+b . Tak wigc pole prostokgta BACK jest réwne

(a+b)b. Ostatecznie Pyyze = Pawve + Pyxzy = [(@ + b) - b] +n®. Stad:

.
Pixrc 8n°

Pivze [(a+b)-b]l+n?

Przyréwnujac oba utamki otrzymujeg:

a 8n?
(a—b) [(a+b)-b]+n?

Wyznaczam z tego n’:
8n>-(a—b)=[(a+b) -a-bl+a-n
8n?-(a—b) —a-n*=[(a+b) - -a-b]
n*(8-(a—b)—a)=[(a+b)-a-b]
n’(8a—8b—a)=[(a+b)-a-b]
n®(7a—8b)=[(a+b) -a- b]

2 [(a+b)-a-b]
nf=-——--

7a—8b
?2 [(a+b)-a-b]
= 7a-7b—b
2 [(a+b)-a-b]
~ 7(a—b)-b

Poniewaz n° ma by¢ liczba catkowita mianownik musi si¢ skréci¢ z licznikiem.
Aby wyznaczy¢ szukang liczbe % wprowadzamy odcinek o dtugosci k tak, by

a=pk i b=qk , gdzie p i q sg liczbami naturalnymi. Niech np. b=7k, wéwczas:



2 [(a+7k)-a-7k]
7(a—7k)—7k

9 [(a+7k)-a-k]
" (a-7k)—k

5 [la+7k)-a-k]
n‘=
a—8k

Niech teraz a=9k, wowczas

n2 [((9k+7k)-9k-k]
B 9k—8k

n? [((9k+7k) -9k k]
B k

n*=[(9k + 7k) - 9k]

n2= 144k>
n=12k

Wracam do pola prostokata AXZG:
Pyxze = AG - (a—b)
Pixze = [(a + D) - b] +n?

Przyréwnujac je otrzymuje:

AG-(a—b)=[(a+b)-b] +n?

Podstawiam do tego n* = 144k? a=9k, b=Tk i obliczam dtugos$é¢ boku AG:
AG -9k —7k) =[(9k + 7k) - Tk] + 144K7

AG -2k = [16k - Tk] + 144Kk?

AG - 2k = 112k? + 144k?

AG - 2k = 256k?

AG =128k

Z drugiej strony bok AG jest rtéwny 21m — @
AG=2m—a
128k = 2m — 9k

137k

m = —-

2
Mam wigc liczby m i n, wigc obliczam poszukiwang liczbe:

137k\2
m? (Z%)  asmy 18769

n2 144k 22-144k* 576




Na koniec sprawdzam czy moja liczba spelnia warunki zadania:
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576 T 576 242 T 242
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576 576 242 242
18769

Odpowiedz: Poszukiwana liczba to 576

Uwaga redakcji:

Jest to jedno z rozwigzah zadania przy g=7 1 p=9. Obranie innych
wspo6tczynnikéw za g i p moze dac catkiem inne rozwigzanie, np. dla g=11 p=2
rozwigzaniem jest liczba 9. Warto tez zauwazy¢, ze nie kazde podstawienie za g i p
prowadzi do rozwigzania zadania.



