HISTORIA ZERA

Kto odkryt zero? Na to pytanie trudno udzieli¢ jednoznacznej i wyczerpujacej odpowiedzi. Byloby to mozliwe,
gdyby zero zostalo odkryte przez jakas konkretna osobeg, a fakt ten historia nauki odnotowata jako btyskotliwe odkry-
cie matematyczne. Historia natomiast ukazuje nam catkiem inna drogg, a wiasciwie kilka drog wiodacych do odkrycia
zera.

Patrzac retrospektywnie, widzimy, ze w niektorych systemach matematycznych zero bylo obecne, ale pojawiato
si¢ w swoisty sposob — niezaleznie od siebie i roznoczasowo. Wydaje sig, ze matematycy nie zawsze mieli $wiado-
mos¢ jego znaczenia, nawet wowczas, gdy si¢ nim postugiwali.

Pierwsza rzecza, jaka nalezy powiedziec o zerze, jest to, ze ma ono dwa zastosowania. Oba sa bardzo wazne,
lecz catkiem rézne. Po pierwsze zero peini rolg wskaznika braku jednostek danego rzgdu, czyli ,,pustego miejsca” w
naszym pozycyjnym systemie numeracji. To znaczy, ze w liczbie 2106 zero pozwala prawidlowo wyznaczy¢ pozycje
liczb 2 1 1, bo przeciez 216 to catkiem inna liczba. W drugim przypadku zero stanowi liczbg¢ sama w sobie, jako 0, w
takiej formie, jak obecnie jest uzywane.

W obu tych zastosowaniach ciekawe sa rozne aspekty zera, takie jak nazwa, ktéra (podobnie jak wyraz ,,szyfr”)
pochodzi z arabskiego stowa ,,syfir”, notacja, czyli oznaczenie umownym znakiem czy symbolem, i wreszcie samo
pojecie, czyli myslowy odpowiednik nazwy.

Zadne z powyzszych zastosowan nie ma latwo wytlumaczalnej historii. Nie byto bowiem tak, ze kto$ nagle wyna-
lazt zero 1 od razu weszto ono do powszechnej praktyki matematycznej. Nalezy tez zaznaczy¢, ze matematyka wyrosta
z praktyki zycia codziennego. O liczbach pierwotnie mys$lano jako o konkretach, a nie abstrakcyjnie. Na przyktad
starozytny rolnik potrzebowal pewnej konkretne;j, $cisle okreslonej liczby koni i nie zastanawiat sig, czy to jest liczba
0 czy 23. Musiat dopiero dokonac¢ si¢ olbrzymi skok mentalny od pojecia np. pigciu koni, czyli pigciu ,,przedmiotow”,
do abstrakcyjnego pojecia samej liczby pig.

Mozna by pomysle¢, ze gdy powstawal pozycyjny system numeracji, to 0, jako wskaznik ,,pustego miejsca”, byto
niezbednym jego sktadnikiem, gdyby nie to, ze Babilonczycy stosowali taki system bez liczby zero przez przeszto
tysiac lat. Co wigcej, nie ma dowodow na to, ze mieli oni jakiekolwiek trudnosci z tego powodu. Przetrwaty oryginal-
ne babilonskie teksty matematyczne w postaci glinianych tabliczek, na ktérych symbole napisano pismem klinowym
za pomoca ukos$nie Scictych rylcow. Wiele dajacych si¢ odczytaé tablic pochodzi z ok. 1700 r. p.n.e. Babilonczycy
stosowali sze$¢dziesiatkowy system liczbowy. Gdyby chcieli jednak przetozy¢ swoja symbolikg na nasza, nie roz-
rozniliby liczby 2106 od 216, gdyz jedynie z kontekstu wynikatoby, ktéra liczba zostata uzyta. Dopiero od ok. 400 r.
p.n.e. zaczeli stosowac¢ dwa symbole klinowe w miejscu, gdzie my umiesciliby$my zero, czyli 2106 wygladatoby jak
2176. Jednakze te dwa kliny nie byly jedynymi znakami zastgpujacymi liczbg 0 stosowanymi w tym regionie. W sta-
rozytnym mezopotamskim miescie Kish, potozonym na wschod od Babilonii (dzisiejszy potudniowo-$rodkowy Irak),
znaleziono tabliczki datowane na ok. 700 r. p.n.e., na ktoérych 0 pozycyjne, czyli ,,puste miejsce”, zaznaczone jest
zaroéwno jednym, jak i trzema klinami. Tak wigc symbole byly r6zne, ale mialy jedna ceche wspolna — zawsze umiesz-
czano je w srodku liczby, nigdy na koncu. Moglo by¢ 2176, ale nie 216”. Mozna przypuszczac, ze konkretna warto$¢,
o jaka chodzito, wynikata z kontekstu.

Jezeli dawne odniesienia do kontekstu moga si¢ komus wydawaé niemadre, to warto zauwazy¢, ze dzisiaj rowniez
stosujemy kontekst do interpretacji liczb. Oto przyktad: pytajac w kasie o ceng biletu autobusowego, ustyszymy od-
powiedz, np.: ,,trzynascie pigédziesiat”, co oznacza trzynascie ztotych i pigcdziesiat groszy. Jezeli jednak spytamy si¢
o ceng biletu lotniczego, to ustyszymy juz wartos¢ doktadna: ,,tysiac trzysta pigédziesiat ztotych”. Jak widaé, dawne
zastosowanie zera pozycyjnego nie bylo w istocie matematycznym rozumieniem zera. Stanowito jedynie znak inter-
punkcyjny, dzigki ktéremu liczby byty prawidlowo interpretowane.

Starozytni Grecy zaczgli rozwijaé matematyke w tym czasie, kiedy Babilonczycy stosowali 0 pozycyjne, jednak
nie przyjeli pozycyjnego systemu numeracji. Mozna zada¢ pytanie: dlaczego, skoro system ten miat wiele zalet? Otoz
dlatego, ze matematyka starozytnych Grekow oparta jest na geometrii Euklidesa i na jego geometrycznej teorii liczb,
ktora wytozyt w ,,Elementach”, a nazwy liczb na alfabecie greckim. Tak wigc zadna pomystowa symbolika nie byta
im potrzebna. Nazwami liczb operowali jedynie kupcy przy zapisywaniu transakcji. Wyjatek stanowili tez greccy
astronomowie, ktorzy jako pierwsi uzyli symbolu 0 w takim rozumieniu, w jakim stosujemy go obecnie.

Dlaczego uzyli wtasnie takiego znaku graficznego? Jest kilka teorii na ten temat. Niektorzy historycy twierdza, ze
0 oznacza ,,omikron”, czyli pierwsza liter¢ greckiego stowa ,,ouden”, ktore znaczy ,,nic”. Tg teori¢ odrzuca Neugebau-
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er, ktory dowodzi, ze Grecy stowem ,,omikron” oznaczali liczbg 70. Inni sugeruja zwiazek znaku 0 z obolem — moneta
o minimalnej wartos$ci. Istnieje tez poglad, ze 0 zawdzigczamy starozytnym liczydtom opieranym na piaskowych
tablicach. W trakcie obliczen, aby zostawi¢ pusta kolumng, liczydto usuwano. Wéwczas w tym miejscu zostawato
wglebienie przypominajace ksztattem wtasnie 0.

Ptolemeusz, jeden z wazniejszych uczonych w Aleksandrii, w swoim dziele ,,Almagest” (ok. 130 r.) postuguje sig
sze$cdziesiatkowym systemem liczbowym, w ktorym funkcjonuje 0 pozycyjne. Petni ono rol¢ znaku interpunkcyj-
nego, a nie liczby i pojawia si¢ zardowno migdzy cyframi, jak i na koncu liczby. Wydawac¢ by si¢ mogto, ze w tej roli
przyjmie si¢ na dobre, jednakze tak si¢ jeszcze nie stato. W Aleksandrii symbol ten stosowali jedynie nieliczni astro-
nomowie i musiato uplyna¢ jeszcze mnostwo czasu, zanim wszedl on do powszechnej praktyki.

Jak wspomniano na wstgpie, idea zera jako miejsca dziesigtnego, czyli liczby, pojawita si¢ niezaleznie w roznych
kulturach. Okoto IV w. zero dwudziestkowe wynalezli Majowie zamieszkujacy Ameryke Srodkowa, ktorzy poshu-
giwali si¢ dwudziestkowym pozycyjnym systemem liczbowym. Niestety, to osiagnigcie miato wytacznie lokalne
znaczenie.

Najdonioslejsze natomiast byto odkrycie zera po raz trzeci, ktorego dokonali Hindusi ok. V w. W wynalezionym
przez nich systemie dziesiatkowym pojawita si¢ idea zera jako miejsca dziesigtnego, czyli liczby. Ten system liczbo-
wy w XIII w. za posrednictwem kupcow arabskich rozprzestrzenit si¢ w caltym 6wczesnym cywilizowanym §wiecie.
Z tego wzgledu nosi nazwe systemu arabskiego, a same cyfry 0, 1, ... 9 to cyfry arabskie. Postugujemy si¢ nimi dzisiaj
powszechnie.

Trzeba tu koniecznie doda¢, ze wielu historykdéw nauki twierdzi, ze matematyka indyjska oparta jest na wczesniej-
szych systemach naukowych, takich jak astronomia chaldejska czy grecka. Tak wigc niestuszne i irracjonalne jest
przypisywanie tego wynalazku wytacznie Hindusom, jak czynia to czasem historycy indyjscy, chociazby Mukherjee,
ktory twierdzi, ze ,,(...) matematyczna koncepcja zera (...) byta takze obecna w duchowej formie 17 tys. lat temu w
Indiach”.

Opierajac sig¢ na zrodtach historycznych, mozna ustali¢, ze w V w. Aryabhata wynalazl pozycyjny system liczbo-
wy, ktory nie posiadal jeszcze zera. W ,,pustych miejscach” pisano stowo ,,kha”. W rekopisach stosowano rowniez w
tym celu malenka kropke (sanskr. Siunja ,,nic”). Co ciekawe, kropki uzywano do wskazania warto$ci nieznanej, tak
jak dzi$ stosujemy x.

Za oficjalng datg wynalezienia zera w Indiach uwaza si¢ rok 876, na ktory datuje si¢ pewna informacje wyryta na
kamieniu. Otoz, jak glosi inskrypcja, w miescie Gwalior, 400 km na potudnie od Delhi, w ogrodzie o wymiarach 187
na 270 hastas posadzono taka liczbe kwiatow, ktéra umozliwiata dostarczenie codziennie 50 wiencow dla pobliskiej
$wiatyni. Zera wyryte w liczbach maja nieco inny ksztatt od pisanych obecnie. Sa nieco mniejsze i lekko przesunigte
w gore.

Trzeba tu podkresli¢, ze w powyzszym tekscie zero jeszcze nie figuruje w kategoriach liczby. Nie zakonczyt si¢
jeszcze proces mentalnego przejécia od pewnego liczebnego konkretu wyrazanego stownie do pojgcia abstrakcyjnego.
Z chwila jego zakonczenia, kiedy zero ukonstytuowato si¢ jako liczba, poszerzyty sig pola dociekan matematycznych.
Pojawily si¢ liczby ujemne i rézne problemy zwiazane z dziataniami arytmetycznymi na tych liczbach, jak i arytme-
tyczne oddziatywanie na siebie zera i liczb ujemnych. Chodzi tu o dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie z
udziatem zera i liczb ujemnych. Problematyke te zglebiali w swoich dzietach trzej wazni uczeni: Brahmagupta, Maha-
vira i Bhaskara.

Brahmagupta w VII w. prébowat ustali¢ reguly arytmetyczne w dziataniach na zerze i liczbach ujemnych. Sa one
nastepujace:

Reguta dodawania z liczba zero: Suma zera oraz liczby ujemnej jest ujemna, suma liczby dodatniej i zera jest do-
datnia, suma zera i zera jest zerem.

Reguta odejmowania (trochg trudniejsza): Liczba ujemna odjgta od zera jest liczba dodatnia, liczba dodatnia odjgta
od zera jest liczba ujemna, zero odjete od liczby ujemnej daje liczbg ujemna, zero odjete od liczby dodatniej daje licz-
be dodatnia, zero odjete od zera wynosi zero.

Reguta mnozenia glosi, ze dowolna liczba pomnozona przez zero staje si¢ zerem, lecz dzielenie wyglada troche
trudniej: Liczba dodatnia lub ujemna, gdy podzielona zostaje przez zero, stanowi utamek z zerem w mianowniku.
Zero podzielone przez dodatnia lub ujemna liczbe jest zerem albo utamkiem z zerem w liczniku i skonczona liczba w
mianowniku. Zero podzielone przez zero daje zero.

Brahmagupta, jak wida¢, nie potrafit ustali¢ jasnych regul arytmetycznych, ale przyczynit si¢ w sposéb istotny do
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rozwoju matematyki, bowiem poszerzyl znacznie obszar arytmetyki o dzialania na liczbie zero i liczbach ujemnych.

Do powyzszej problematyki nawiazat Mahavira w 830 r., czyli prawie dwieScie lat pozniej. Jego dzieto ,,Ganita
Sara Samgraha” kontynuuje mysl Brahmagupty i jednocze$nie rewiduje niektore twierdzenia, jak chociazby regute
odejmowania. Pisze, ze: Liczba pomnozona przez zero jest zerem oraz liczba pozostaje ta sama, gdy odejmuje si¢ zero
od tej liczby.

Natomiast regula dzielenia przez zero brzmi nastgpujaco: Liczba nie ulega zmianie, gdy podzielona zostaje przez
Zero.

Jak wida¢, problem dzielenia przez zero pozostat nierozstrzygnigty i tak byto przez kolejnych pigcset lat.

W XII w. problematyke t¢ zgtebiat inny matematyk — Bhaskara. Pisat on, ze: Liczba podzielona przez zero staje
si¢ ulamkiem z zerem w mianowniku. Utamek ten jest wielkoscia nieskonczona. W tej wartosci zero jest podzielni-
kiem. Zadna zmiana nie zachodzi w nieskonczonym i niezmiennym Bogu, gdy §wiaty sa stwarzane lub niszczone,
pomimo tego, ze wielka ilo$¢ istot jest pochtaniana lub wydawana.

Probowat rozwiazac ten problem, piszac, ze n/0 = «. Nie jest to prawda, gdyz w przeciwnym razie 0 razy o mu-
siatoby by¢ rowne kazdej liczbie n, czyniac wszystkie liczby rownymi sobie. Tak wigc Bhaskara nie rozwiazat proble-
mu dzielenia przez zero, ale opisat inne jego whasciwosci, np.: 0> =0 oraz V0 = 0.

Te niezwykte osiagnig¢cia matematykow indyjskich zostaly spopularyzowane w Europie Zachodniej przez kupcoéw
arabskich, zwlaszcza wsréd wyznawcow islamu, ktérzy we wezesnym sredniowieczu odegrali istotna rolg w rozwoju
kultury i nauki europejskiej. W XII w. Al-Khwarizmi napisat traktat pt.: ,,Opis indyjskiej sztuki obliczen matematycz-
nych”. Ibn Ezra, autor trzech dziet poswigconych liczbom, rozpowszechnit indyjskie idee i symbole matematyczne
oraz spopularyzowat utamki dziesigtne w srodowisku uczonych europejskich. Jego ,,Ksigga liczb” opisuje system
dziesi¢tny dla liczb catkowitych utozonych od lewej do prawej strony, a zero okresla jako ,,galgal”, co oznacza krag
lub koto.

Arytmetyka liczb ujemnych i zera byta nadal aktrualna dziedzing badawcza, o czym $wiadcza rozwazania al-
-Samawala: Jezeli odejmiemy liczbg dodatnia od zera, to pozostaje ta sama liczba, lecz ujemna (...) jezeli odejmiemy
ujemna liczbe od zera, to pozostaje ta sama liczba, lecz dodatnia.

Matematyczne idee indyjskie rozpowszechnity si¢ rowniez w Chinach i w zachodnich krajach islamskich. W 1247
r. Chinczyk Ch’in Chiu-Shao w swoim dziele ,,Matematyczny traktat w dziewigciu rozdziatach” uzyt symbolu 0 dla
zera. Taki sam symbol pojawit si¢ w 1303 r. w ksiedze ,,Jadeitowe lustro dla czterech elementow” napisanej przez Zhu
Shijie.

Duze zasthugi dla wprowadzenia w Europie nowego systemu numeracji nalezy przypisa¢ wtoskiemu matema-
tykowi Fibonacciemu. Okoto 1200 r. w dziele zatytutowanym ,,Liber Abaci” opisal dziewig¢ indyjskich symboli
liczbowych wraz ze znakiem 0, przy czym nie traktuje go jak liczby, gdyz mowi o nim tylko jako o znaku. Idea zera
jako liczby dtugo jeszcze nie funkcjonowala w matematyce europejskiej. Cardano rozwiazywat rGwnania szescien-
ne i czwartego stopnia bez uzycia zera, poniewaz zero nie wystgpowato w jego matematyce. Dopiero w XVII wieku
zaczeto sig rozpowszechnia¢, co miato niewatpliwy zwiazek z rewolucja naukowa, jaka si¢ wowczas dokonata i ktora
stworzyta podwaliny nauki nowozytne;j.

Wydawa¢ si¢ moze, ze problem zera juz dawno rozwiazano, ale okazuje si¢, ze znowu sptatato figla. Niedawno
obchodzono nowe milenium. Niektorzy obchodzili je 1 stycznia 2000 r., a przeciez §wigtowali odejscie 1999 lat od
momentu wprowadzenia kalendarza. Mozna wybaczy¢ ten btad, lecz wydaje si¢ dziwne, ze wigkszo$¢ ludzi nie rozu-
mie, dlaczego trzecie milenium i tym samym XXI wiek rozpoczely si¢ 1 stycznia 2001 r.
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