Propozycje rozwigzan zadan otwartych z prébnej matury rozszerzonej
przygotowanej przez OPERON.

Zadanie 6.
Dane sg punkty A=(5; 2); B=(1; -3); C=(-2; -8). Oblicz odlegtos¢ punktu A od prostej |
przechodzacej przez punkty B i C. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.
Rozwiagzanie
Plan rozwigzania
1. Znalezienie réwnania kierunkowego prostej | zawierajacej punkty B i C.
2. Znalezienie réwnania kierunkowego prostej k, na ktorej lezy odcinek, ktérego
dtugosc jest szukang odlegtoscig punktu A od prostej I. Wiemy, ze prosta ta
musi przechodzi¢ przez punkt A i k.
3. Znalezienie punktu D wspolnego dla prostych ki I.
4. Wyznaczenie dtugosci odcinka AD.
5. Obliczenie wyznaczonej dtugosci z potrzebng do kodowania doktadnoscia.
Rozwigzanie:
Ad.1.
Ogdlna postac kierunkowa rownania prostej to
y=ax+b
Utézmy odpowiedni uktad rownan by wyznaczy¢ wspotczynniki a i b
—3=a+tbh
{—8 =—2a+b

Pomnozmy drugie rownanie przez (-1)

{—3=a—b
8=2a—-b

5 =3a

| ostatecznie

Ostatecznie mamy

5 2
Ly=-x—4-
’ 3 3

Ad. 2



Ogdlne rownanie prostej k

1

k:v=ax+b

Poniewaz proste | i k majg by¢ prostopadte, wiec ich wspdtczynniki kierunkowe sg do
siebie liczbami odwrotnymi i przeciwnymi, czyli

3
E-[ P
5
Tak wiec
T 3 1
Kiy=—=x+0b
5

Wstawiajgc za x i y wspotrzedne punktu a wyliczymy wspotczynnik b

3
2=—-=.5+b
5

2=-3+b
b=5

Ostatecznie prosta k ma rownanie

3
k:y=—=x+5
’ 5

Ad. 3

Szukamy punktu D

5 2
v=—x —4—
3 3
3
v=——x+5
5

{ Jv=5x—14
Sy =-—3x+ 25

{ 9y = 15x — 42
25v = —15x+ 125

34y = 33

_83_215
34 T34



Z pierwszego réwnania obliczamy x

a3
9.— =15x— 42
34

747
— = 15x — 42
34

33
21— =15x — 42
34

33
63— = 15x
34

2175 145 9

510 34 34

CzyliD = (4 i_ 2 1—_)

Ad. 4

1AD] = /(s —25)? + ( ) = i![5 49): (2 215]:— ;(25): [ 15):
ATV TR T T 34 34/ [\34 34
625 225 (850  5v34

J1156 1156 1156 34

Aby zakodowac rozwinmy wartos¢ ostatniego wyrazenia do czterech miejsc po
przecinku

—

543
34

v 0,8574
1815 [7 ]

Zadanie 7.

Oblicz sinus najmniejszego kata trojkata o bokach o = 8; b = 10;c = 12. Zakoduj trzy
poczatkowe cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

Kat o najmniejszej rozwartosci w trojkacie lezy zawsze naprzeciw najkrotszego boku,
czyli bedzie to kat lezacy naprzeciw boku o dtugosci 8



Zastosujmy do tego zadania twierdzenie cosinusow

b2 +¢* — 2bc-cosa = a’

10+ 12* —2-10-12-cosa = 8°
100 + 144 — 240 - cosa = 64
244 — 240cosa = 64

—240cosax = —180

180 3

cosSa =—— =—
240 4

Aby wyznaczy¢ sinus skorzystajmy ze wzoru

sina =41 — cos’a

Dla potrzeb kodowania znajdzmy rozwiniecie wyniku z doktadnoscig do czterech cyfr
po przecinku

|

|

ARV 06614
4

(616 |1 ]

Zadanie 8

Dana jest funkcja okreslona wzorem f{x) = % Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji

dla x = —/7. Zakoduj cyfre jednosci i dwie poczatkowe cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwiazanie:

Korzystamy z nastepujgcego wzoru na pochodng ilorazu funkcji

lf(x]' " _ () glx) — Fx) - g'(x)
g(x) [g(x)]?

Gdzie g(x) =0

Podstawmy:

f =xi-1



I
g(x) = 2%~ 4

Wowczas mamy

lx: -1 _[F(x) " _ ) g(x) —f(x)-g'(x) _2x-(x"—4)—2x-(x*—1) _
4] o0 9GO (7 =97
_21‘3—8,1'—21'3—2,1'_ —6x

N x* —8x1L 16 Cx*—8x2+16

Podstawmy teraz za x = —7 i otrzymamy

—_—

—6-(—/7) o 6eVT 8T 247
[:_,ﬁ}*— _ 8[_5}3 L1 49-56+16 9

Aby zakodowa¢ wyznaczmy rozwiniecie dziesietne z doktadnoscig do trzech cyfr po
przecinku

|

24
3

=]

% 1,764

(117 |6 |

Zadanie 9

D

Oblicz granice lim,, ... '11“—_1 Zakoduj trzy poczatkowe cyfry po przecinku

rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze w liczniku mamy cigg arytmetyczny. Obliczmy sume tego ciggu
korzystajgc ze wzoru

a, +a,
5. = M
n 5
ay, = 2
a, = 2n
siave 5 2+ 2n , . n o n 0
TE T 6T T AR ' n+n- 2 1 7 +1
lim — = lim 2, = lim — =1i n-_nt - =
- -



Aby zakodowac¢ znajdzmy rozwiniecie tej liczby z doktadnoscig do czterech cyfr po
przecinku

— & 0,0909
0]9 0|
Zadanie 10

Pierwiastkami rownania x~ + 7x + 4 = 0 sg liczby x, i x,. Oblicz warto$¢ sumy
szesciandw liczb x, i x,. Zakoduj cyfre setek dziesigtek i jednosci wartosci
bezwzglednej otrzymanego wyniku..

Rozwigzanie:
Rozwigzmy rownanie kwadratowe

A=49 — 16 =33

VA= 33
-7 — *.,'E
_}_’ ==
! 2
-7 —‘-{ﬁ
Ty == ——
. 2
_3_("—?—#% (1P (?—xﬁﬁ} 343—14?»33—593—3&33}
17 \ 2 a3 g
—(1036 +180v33) _ —4(259 + 45/33) _ 259+ 45133
= - - _

- ["—? + «;ﬁ)“ _ —343+147V/33-693 +331/33 _ —1036 +180v33 _
= = 3 B g B

—259 + 45433
2

—259— 4533 —259+45,/33 —518
- 2 - 2 STy 0

1
Faw

|-259|=259

Zadanie 11



4l1—a)

Wykaz, ze jesli log,. 6 = ato log, 256 =

Rozwigzanie:
W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujgce wzory

W2zdr na zmiane podstawy logarytmu

log, b

log, b=
Sa log_a

Logarytm na iloczyn i iloraz liczb

log (b-c)=log b +log,c

1

log_ (;] =log b—log_c

Logarytm z potegi

log_ b =clog_b

Wyjdzmy od leg. 256 i zmienmy jego podstawe

log,,256 loga, 28 B log,,(22)*  4log,, 4
log,, 6 - log,, 6 B log,. 6 B log,. 6

log, 256 =

.

Ale 4 = ?_
Wiec

24
4log,, 4 * logs. _ 4-(log,, 24 — log,, 6)
log,. 6 B log,. 6 B log,. 6

Poniewaz

log,,24=1

| zgodnie z zatozeniem
log,, 6 =a

Wiec

4-(log,, 24 —log,, 6) 4-(1—a)
log,. 6 B a

Co nalezato dowies¢



Zadanie 12

Wyznacz réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu x- — 6x + v + 10y = 0,
prostopadtej do prostej 3x — 4y +5=10

Rozwigzanie:
Plan rozwigzania
1. Znajdzmy wspotrzedne srodka O zadanego okregu i jego promien.

2. Sprawdzmy, czy srodek okregu O nalezy do zadanej prostej, jezeli nie to
wyznaczmy kierunkowe réownanie prostej | przechodzacej przez punkt O.

3. Znajdzmy punkty wspodlne prostej | i zadanego okregu. (sg to punkty stycznosci)

4. Wyznaczmy wspotczynnik kierunkowy prostych stycznych do okregu i
prostopadtych do proste;j |

5 Wyznaczmy réwnania szukanych prostych.

Ad. 1

Ogodlne rownanie okregu ma postac

x*—2ax+ v —2bv+c=0 |gdzie aibtowspdlrzedne $rodka okregu, «a

r“=a" +5 —c¢c

Z rownania podanego w zadaniu mozna odczytac, ze

2a =6 2b=—10
Wiec
a =3 b= -5

Oznacza to, ze 0 = (3; —5)
Poniewaz ¢ = 0, wiec

rP=a’+b?—c=3"+(-5)"-0=9+25=34
Promien r = /34
Ad. 2

Wstawmy wspotrzedne punktu O do réwnania prostej 3x — 4v +5= 10

3.3-4.-(-5)+5=9+20+5=34=0



Poniewaz prosta | ma by¢ réwnolegta do zadanej prostej, wiec bedzie miata ten sam
wspotczynnik kierunkowy. DoprowadZzmy wiec zadane réwnanie prostej do postaci
kierunkowe;.

Jx—4vy+5=20

4y =3x+ 5
3 5
y=—x+-—
4

Podstawiajgc za x i y odpowiednio wspotrzedne srodka okregu wyznaczymy
wspotczynnik b

3
—5=_.34+b

4

9
—5=_45b

4
b=-7-

Prosta | opisana wiec jest rownaniem

3 1
Ly=-x-7-
’ 4 4

Ad. 3

Rozwigzujgc ponizszy uktad rownan znajdziemy punkty wspolne prostej | i okregu,
ktére majg by¢ szukanymi punktami stycznosci

fx: —6x +v>+10v =20

: 3 1
l v=—x—7T-—
’ 4 4

Wstawmy w pierwszym rownaniu za y wyrazenie bedace po prawej stronie drugiego
réwnania

. 3 2942 3 29
;L--—e.x—(—x——] —10-(—x——)=¢]
4 4 4 4

. ° _ 87 841 15 145
xT—bx+—x ——x+—+—x———=10
16 8 16 2 2



16x7 —96x +9x° — 174x + 841+ 120x — 1160 =0
25x% —150x —319 =10

A= 22500+ 31900 = 54400

Va=40V3

150 — 40434 15 —4+/34

Xy =
1 50 5

15 + 4+/34
Ny = —————
. 5
Gdyx1_=15_j"3;',t0.‘*'1=§'ﬁ_¥=%_%"fﬂ_%=—5—% V31
Gdy x, = 222 toy, = —5+> .34

Mamy wiec dwa punkty stycznosci
A=(3 t V35 -5 38) i B=(3 34 -5+ 34)
A= c W H c W L = 5 W i 5 W

Ad. 4

Wyznaczamy réwnania prostych stycznych do naszego okregu i prostopadtych do

prostej |. Wspétczynnik kierunkowy obydwdch prostych a = —g
Ogdlna postac tych rownan to v = —gx +5b
5—2.V3E=-=.(3-2.V34)+2
o V3E=—o oV b
5-2.VFi=—4+0.VFa+1
—5——=-vV34=—4+—-V34+b
5 15
b=—-5-—=-1344+4—-"—.434
25
b=-1—-—-v34
15

Réwnanie jednej stycznej ma postaé

4 5 —
v=——x—1——-v34
; 3 3



Lub jak kto woli
4x+3y+3+534=0

Wyznaczmy jeszcze drugie rownanie

5+2.V38= 2. (3+2.V34)
—S5+—--V3d=——-|3+-"y +b
5 3
3 — 16 —
—5+—-V34=—-4—-——-V34+ Db
5
—5+4+=-V34+4+—-\32=0b
25 —
b=-1+—-v34
15

| ostatecznie

4 5 —
v=——x—1+—-v34
’ 3 3
Lub inaczej

4x + 3y —3+ 534
Zadanie 13

Dany jest trojmian f(x) = x* + (2m + 2)x + 4, Wyznacz parametr m , jesli wiadomo,
ze cigg (xy; (m + 5); x,), gdzie x, i x, sg roznymi miejscami zerowymi tego
trojmianu, jest geometryczny.

Rozwiazanie:

Poniewaz tréjmian z zadania ma dwa r6zne miejsca zerowe, wiec jego wyroznik A
musi by¢ dodatni. Sprawdzmy dla jakich parametrow m wyréznik A jest dodatni.

A=b*—dac=(2m+2)*—4ac >0
4m* +8m+4—4-1-4=4m" +8m—12 =0

Warunek na m mozna wyliczy¢ rozwigzujgc ostatnig nierbwnosc¢ kwadratowa. Na
poczatek podzielmy obie strony nieréwnosci przez 4

m- +2m—3>=0

A=4+12=16



Poniewaz wspotczynnik przy m” jest dodatni wiec aby A wyj$ciowego réwnania byta
dodatnia m musi spetniaC nastepujgce warunki

m=—3 i m> 1
Poniewaz ciag (x,: (m + 5); x,) jest geometryczny wiec spetniony jest warunek

Xy m-+5

m+5 N X s

Z tego warunku wynika ponizszy warunek
(m+5)° =x,-x,

Na mocy wzordéw Viete'a

Xy, =4

Wiec

(m+5) =

(m+5)F—22=0

(m+5—2)(m+5+2)=0

m= —3 lub m=—7
Poniewaz —3 nie spetnia warunkoéw zadania wiec m = —7
Zadanie 14

Dany jest trojkat rownoboczny ABC, w ktorym punkt D jest Srodkiem boku AB. Przez
punkt D poprowadzono prostg pod katem a do boku AB, ktéra przecieta bok BC w

punkcie E, takim, ze pole trojkata BDE jest rowne % pola tréjkata ABC. Wykaz, ze
= 30°,

Rozwigzanie:

Zrébmy pogladowy rysunek



hy E
2

A D B
Niech Pysc =Zay-hy  inich  Papz=za,-hs
Poniewaz

1

Pagc =8 - Pgpg ! “::5"-‘1
l 1 1
Eﬂi hy=8-—--a,- N,
l 1 1
Eai hy=4-—-a;-h,

Spodek wysokosci /1, oznaczmy literkg F

Poniewaz k, ||, a podstawy obu trojkatow lezg na tej samej prostej wiec z
podobienstwa trojkatéow BCD i BEF mamy: |BF| = 1:_IEDI i |BE| = 1;_|3a:|

Odcinek, ktéry wychodzitby z punktu D i byt rownolegty do odcinka AC tworzytby z
podstawg kat 60° i wycinatby z trojkata ABC trojkat rownoboczny. Odcinek DE
padatby na srodek tego rownobocznego trojkata czyli bytby jego wysokoscia, dlatego
tworzy z podstawg AB kat 30°



Zadanie 15

Rozwigz réwnanie sin 2x + cos4x = 0

Rozwiazanie:

Zastosujmy podstawienie

2x =

Nasze rownanie bedzie miato postac
sina +cos2a =10

sina +1— 2sin‘a =0

Niech sina = v

Wowczas nasze réwnanie ma postac

2_1,': —v—1=10

A=1+8=9
Va=3

1-3 1 1 1+3
v, =—— = —— lub v, =——=1

4 2 - 4

Czyli sine = —% lub sina=1

. 7 Fi 1 11 F)
W pierwszym przypadku « = STt 2km lub a=—m+ 2km

W drugim przypadku « = 1? + 2km

. . 7 11 1
W takim razie x = STt km lub x= —m+ km lub x=-m+km

Zadanie 16

Puszka ma ksztatt walca o objetosci T dm*® Wyznacz promien podstawy i wysoko$é
walca, aby pole powierzchni catkowitej puszki buto najmniejsze. Oblicz to
najmniejsze pole

Rozwigzanie

Zacznijmy od poglagdowego rysunku



P =2nr- + 2nvh

Podstawmy do wzoru wyznaczone poprzednio h

. 2mr L 2T
P=2nr-+—=211r" +
e T

Jesli pole potraktujemy jako funkcje zmiennej r’ to mamy

2m

P(r)=2mr +

Funkcja ma ekstrema dla argumentu dla ktérego pochodna przyjmuje wartos¢ 0.
Policzmy wiec pochodna funkcji P(r)

2w

-

P'(r)=4mr —

Przyrownajmy pochodng do 0

2w
dgr —— =10
72




. 1
rP—=—==20
2
i!l
= i'E
N
1
=
V2
1.3 V3
r= 8 = :'—:_
v2-V4 2
Puszka bedzie miata najmniejsze pole gdy r = Bih=—=—= i_ = ; =4

2 e 197

Pole catkowite tej puszki wyniesie

) 20VTE 22VE-VE .- e -
P =2nr- + 2nrh = 1 + > =aVa2+2rV2=3mV2

Zadanie 17

W urnie U; sg 3 kule biate i7 kul czarnych, a w urnie U; jest 5 kul biatych i 4 czarne.
Wybieramy losowo kule z urny U; i wktadamy do urny U,. Nastepnie z urny U,
losujemy dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w ten sposob wylosujemy dwie
kule biate.

Rozwigzanie:

Zadanie mozna rozwigza¢ na wiele sposobow, ale najprosciej chyba bedzie
zastosowac drzewko



(3b; 7¢)

b 3 , c
10 2
10
N
(5b+b; 4¢) (5b; 4c+c)
b 4
6 _ c 5
10 Cl10 b_5_ 10
(5bj 4¢) 10
/ / (5b; 4¢)
(6b; 3¢) b; 5c SPi 4¢
bi i c . (4b; 5¢)
6 c - = 4
Nie — 3 9 3
Tak 9 9 : 9
1 Tak 1 Ni
20 Nie Nie 7 Nie Nie
45

Komentarz do drzewka.

Nad strzatkami zaznaczono stan urny, z ktorej aktualnie losujemy, na strzatce
zaznaczono kolor wylosowanej kul i prawdopodobienstwo jej wylosowania. Tak na
dole drzewka oznacza zdarzenie sprzyjajace.

Pierwsze pietro drzewka (liczac od gory to pierwsze losowanie z urny Uz i dorzucenie
wylosowanej kuli do drugiej urny.

Drugie pietro to losowanie z drugiej urny pierwszej kuli. Trzecie ostatnie pietro (na
samym dole, to losowanie drugiej kuli z drugiej urny..

Utamki pod wyrazami Tak to iloczyn prawdopodobienstw z poszczegdlnych gatgzek
drzewka.

Catkowite prawdopodobienstwo bedzie réwne sumie utamkéw zapisanych na dole

1 7 23
10 45 90
Zadanie 18

Trzy liczby tworzg cigg arytmetyczny. Jesli pierwszg liczbe zmniejszymy 1, drugg
liczbe zwiekszymy o 15,a trzecig zwiekszymy o 37, to otrzymamy cigg geometryczny.
Wyznacz te liczby, jesli wiadomo, ze ich suma jest réwna 63.



Rozwiazanie:

Niech nasze liczby to a; b; c.

Wowczas

b=x a=x—-r cC=xXx-r
a+o+c =63

xX—r+x+x+r =863

3x = 63

x=21

Czylia=21—r b= 21 c=21+7r

W ciagu geometrycznym f§ = 21 + 15 = 36 a=a—1=21—-r—1=20—r

d=c+37T=214+++37=58+r

Dla ciagu geometrycznego zachodzi tez nastepujgca wlasnosc

o T

-

réwnosci tej wynika, ze « - § = -

N Tala

Podstawmy do tej rGwnosci nasze dane
(20 —+)(58 +r) = 36°

1160 + 20r — 58r — % = 1296

—r? —38r—136=10

2 +38r+136=0

A= 387 — 544 = 1444 — 544 = 900

vA=30
—38— 30 —38+ 30
= —=—34 E’LL.:_’.'-' P=—= =4
2 2
a=21—(—34)=55 c=21+(—34)= —13

lub



a=21—(—4)=25 c=21+(—4)=17

Zadanie ma dwa rozwigzania — jedno to liczby 55; 21 i -13; a drugie to liczby 25; 21 i
17.



