Matematyka rozszerzona — matura 2017

Zadanie 1

2
Liczba \/2 -3 - \/2 ++/3) jestréwna
(

A. 2 B. 4 C. V3 D. 2V3

Rozwigzanie

<\/2—x/§—\/2+x/§)2= 23| -2 2~ V3)(2+V3) +]2+ 3

2-V3-2V4-3+2+V3=4-21=4-2=2

Odpowiedz A.
Zadanie 2.
Nieskon iag liczbowy jest okred] = (10)@3) 4o > 1. Wed
ieskoriczony ciag liczbowy jest okreslony wzorem a, = *———"-— an = 1. Wtedy
A. lim a, = 2 B. lima, =0
n—-oo 2 n—-oo
C. lima, =— D. lim a, = _3
n—-oo n—-oo 2

Rozwigzanie

y - (n2—10)(2—3n)_1_ 2n? —3n3 — 20 + 30n
e T T 23 kn2 43 noe 2n3 +n2+3

Podzielmy wszystkie wyrazy licznika i mianownika przez n3

om? — 3m3 — 20 + 30 2n® 3n® 20 30n 2 3 20+30
nc—3an° — + n 3 T 3 T 3T T3 no 2T 3T
lim = lim & 3n 2” N~ — Jim 2 n n
now - 2nd+n?+3 now  2n°  n® 3 noe 5 1.3
n3 "n3  nd n - n3

W ostatniej granicy wszystkie sktadniki sumy, procz -3 dazg do zera. Podobnie w mianowniku
wszystkie wyrazy sumy procz 2 dgzg do zera. W takim razie

2 520,30

lim 2 n’ nz__§

n—oo 1 3 2
2tate

Odpowiedz D.



Zadanie 3.

Odcinek CD jest wysokoscig trojkata ABC, w ktorym |AD| = |CD| = %lBCl (zobacz rysunek). Okrag

osrodku Ci promieniu CD Jest styczny do prostej AB. Okrag ten przecina boki AC i BC tréjkata
odpowiednio w punktach Ki L.

M

Zaznaczony na rysunku kat a wpisany w okrag jest rowny
A. 37,5° B. 45° C. 52,5° D. 60°
Rozwigzanie

Kat wpisany a oparty jest na tym samym tuku co kat sSrodkowy KCL, wiec jego rozwartosc jest potowg
rozwartosci kata KCL. 4a = %IAKCLl = %(IAACDI + |4DCL|). Z warunkéw zadania wynika, ze

tréjkat ADC jest prostokatny i rdwnoramienny, wiec |£ACD| = 45°. Z warunkdw zadania wynika tez,
ze trojkat CDB jest potowg trdjkata rownobocznego, wiec |£DCB| = 60°. W takim razie, |£KCL| =
105%, a |4a| = 52,5°.

Odpowiedz C.

Zadanie 4.
Dane sg punkt B = (—4;7) i wektor i = [—3; 5]. Punkt A, taki, ze AB = —31, ma wspotrzedne
A. A= (5 —-8) B. A=(-13; 22) C. A=(9; —15) D. A= (12; 24)
Rozwigzanie

—3u = -3[-3;5] =[9; —15]
A.AB = [-4—5;7 — (-8)] = [-9; 15]

B.AB = [—4 — (—13); 7 — 22] = [9; —15]



Odpowiedz B.

Zadanie 5.

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) = x3 — 2x? + ax + Z przez dwumian x — 2 jest réwna 1. Oblicz

wartos¢ wspotczynnika a. W ponizsze kratki wpisz kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

3 1
S—2x*tax+—ix—2=x%+
X X ax 4X X 3

—x3 4+ 2x2
= ax 2
1 N 1
Ty
= 1
. 1
Czylia = 3= 0,125
Odpowiedz
1;2;5
Zadanie 6.
x—1

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz réwnanie

x2+4+1
stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P=(1; 0).

Rozwigzanie

Styczna ma posta¢ y = ax + b. Aby wyznaczy¢ wspétczynnik kierunkowy a réwnania obliczymy
wpierw pochodng funkgji f(x).



-1+ D —-(x—-1)-2x —x*—-1-2x>+2x —3x*+2x-1
(x%2 +1)2 B (x2 +1)2 T (x241)2

flx) =

o —3:12+2:1-1 -342-1_ 1
a:f = = = ——
(12 + 1)2 4 2

Pozostat wspdtczynnik b. Wyznaczymy go z réwnania y = ax + b, ktadac za x=1 i y=0, otrzymujemy

0= L 1+b
2
b—1
)
Odpowiedz
y=—-x+3
Zadanie 7.

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnosc
x2y? +2x2+2y? —8xy+4>0
Rozwigzanie
x2y? 4+ 2x%2 + 2y —8xy + 4 = 2x? + 2y? — 8xy + x?y? + 4 =
=2x%2 +2y% —4xy —4xy + x%y2 + 4 =2(x? — 2xy + y*) + (x%y? —4xy + 4) =
=2(x—y)?+(xy—2)?2>0

Poniewaz kwadraty sg wieksze od 0, gdy tylko x # y

Zadanie 8.

W tréjkacie ostrokgtnym ABC bok AB ma dtugos¢ c, dtugosé boku BC jest réwna a oraz |[4ABC| = .
Dwusieczna kata ABC przecina bok AC tréjkata w punkcie E. Wykaz, ze dtugos¢ odcinka BE jest réwna

2ac-cos§

a+c

Rozwigzanie

Zacznijmy od rysunku



Pole tréjkata ABC mozna obliczy¢ na dwa sposoby.

Sposéb 1. P = %ch, ale h = asinf, wiec P = %ac sinf

Sposdb 2. Pole tréjkata ABC jest sumag pdl tréjkatow AEB i BCE. Liczac pola tych tréjkatéw za
podstawe uznamy bok BE o dtugosci x

1 : . 1 :
Pigr = 595}11, aleh; =c¢ smg, wiec Pygp = S xc smg.

Pegr = %xhz, aleh, = asing, wiec Pegp = %xa sing.
Tak wiec
1 1 1
P = S xc sing + Sxa sing =X sing(a +0)

Poréwnajmy prawe strony wzordw na pola

1 1 B
Eacsmﬁ—zxsmi(a+c)

acsinf = xsing(a +¢)

Otrzymany wzér przeksztatémy tak, by wyznaczy¢ x

acsinf
X

- sin%(a +¢)



Zastosujemy teraz wzér

sin2a = 2sina cosa

| stosujgc podstawienie

Otrzymamy

inf = 2sin-cos—
sinf sm2 cos2

Wstawiajgc to do wzoru na x otrzymujemy

B .osB B

ac? sin7 cos B 2ac cos>

x =

sing(a+c) atc

Zadanie 9.

W czworoscianie, ktorego wszystkie krawedzie majg takg sama dtugosc¢ 6, umieszczono kule tak, ze
ma na doktadnie jeden punkt wspdlny z kazdg $ciang czworoscianu. Ptaszczyzna m, rdwnolegta do

podstawy tego czworoscianu, dzieli go na dwie bryty: ostrostup o objetosci réwnej % objetosci

dzielonego czworoscianu i ostrostup sciety. Oblicz odlegtos¢ srodka S kuli od ptaszczyzny m, tj. dtugosé
najkrotszego sposrdd odcinkdw SP, gdzie P jest punktem ptaszczyzny m.

Rozwigzanie

Narysujmy sobie czworoscian




%§=@=3\/§wiec

Wyznaczmy wysokos¢ ostrostupa. Poniewaz wysoko$¢ sciany bocznej hy, = >

2
hi=hi—(5hy) =27-3=24
h, = 26

. . . L. L. .., .8 L
Poniewaz ptaszczyzna m odcina z czworoscianu czworoscian o objetosci — fazy mniejszej, wiec te dwa

2

czworosciany sg do siebie podobne w skali 3 Wysokos¢ tego mniejszego czworoscianu h = h,, 3=

26 - g = %x/g Oznacza to, ze ptaszczyzna rozcina czworokat na wysokosci x = 26 — gx/g = %x/g

Jezeli kula zostata wpisana w ten czworoscian, to jej Srodek znajduje sie na wysokosci a jej sfera styka
sie ze wszystkimi Scianami tego czworoscianu w punkcie przeciecia sie wszystkich trzech wysokosci
kazdej $ciany. Trzeba wyznaczy¢ dtugos¢ promienia tej kuli. W tym celu dokonajmy przekroju
czworoscianu wraz z kulg, tak by ptaszczyzna przekroju przechodzita przez wysokos$é podstawy,
wysokosc¢ jednej Sciany bocznej i jedng krawedz podstawy. Ptaszczyzna ta podzieli kule w srodku na
dwie réwne czesci. Popatrz na rysunek.

A 6

Wyznaczmy dtugosc odcinka CD
|CD|? = |BC|* — |DB|?
|CD|? =27-9=18

|ICD| = 3v2



Z podobienstwa tréjkatéw ADC i EOC mamy

|ICO| |EO| |EC|
|CA| ~ |AD|  |CD]

|[EO| _ |EC|

|AD| ~ |CD]|

|EO| V3

3 32
|E0|_3v§__v§__vg
32 V2 2

Odlegtos¢ ptaszczyzny m od $rodka okregu wynosi y = %x/g - %\/E = %\/E - %\/E = \/TF
Odpowiedz

Srodek kuli znajduje sie ? od ptaszczyzny przekroju

Zadanie 10.
Rozwigz rdwnanie cos 2x + 3 cosx = —2 w przedziale (0; 27)
Rozwigzanie
W rozwigzaniu korzystamy ze wzoru

cos2a =2cos?a—1
Zastosujmy podstawienie

cosx =y

Otrzymujemy réwnanie

cos2x + 3cosx = —2

2cos?x—1+3cosx =—2
2y2+3y+1=0
A=9-8=1
VA=1

—b—vA —-3-1
2a 4

V1=



_—b+vA -3+1 1

Y2 2a 4 "2
1

cosx =—1 lub cosx=—§
= lub —2 lub —4
x=m lu x—37r u x_3n

Zadanie 11.

W pudetku znajduje sie 8 piteczek oznaczonych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do 8. Losujemy
jedna piteczke, zapisujemy liczbe na niej wystepujgca, a nastepnie zwracamy piteczke do urny. Te
procedure wykonujemy jeszcze dwa razy i tym samym otrzymujemy zapisane trzy liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania takich piteczek, ze iloczyn trzech zapisanych liczb jest podzielny
przez 4. Wynik podaj w postaci utamka zwyktego.

Rozwigzanie

Obliczmy zdarzenie przeciwne. Zajdzie ono wéweczas, gdy iloczyn wylosowanych liczb nie bedzie
podzielny przez 4. Temu zdarzeniu sprzyjajg dwa przypadki:

Przypadek 1. Wszystkie wylosowane liczby sg nieparzyste. Wsrdd 8 liczb cztery sg nie parzyste, wiec
prawdopodobienstwo wylosowania liczby nieparzystej w jednym losowaniu wynosi % Poniewaz

losujemy trzy razy ze zwracaniem, to prawdopodobienstwo, ze wszystkie wylosowane liczby sg
3

nieparzyste wynosi G) = é

Ten przypadek zajdzie, gdy w dwdéch losowaniach wylosujemy liczbe nieparzystg a w jednym liczbe

podzielng przez 2 lecz niepodzielng przez 4, czyli 2 lub 6. Prawdopodobieristwo dwukrotnego
2
wylosowania liczby nieparzystej w losowaniu ze zwracaniem wynosi G) = %. Prawdopodobierstwo

wylosowania w jednym losowaniu liczby 2 lub 6 wynosi %. Poniewaz kule 2 lub 6 mozna wylosowac

albo za pierwszym razem, albo za drugim razem, albo za trzecim razem, wiec prawdopodobienstwo
3

1
4 16

zaj$cia przypadku 2 wynosi 3 - i

Prawdopodobieristwo wylosowania trzech liczb, ktérych iloczyn nie jest podzielny przez 4 wynosi % +

3 _ 5
16 16

Prawdopodobieristwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze iloczyn wylosowanych trzech liczb jest

. . 5 11
podzielny przez 4 wynosi 1 — T
Odpowiedz

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze iloczyn wylosowanych trzech liczb jest

podzielny przez 4 wynosi E.



Zadanie 12.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

4x? —6mx+ (2m+3)(m—-3) =0
Ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste X1 i Xz, przy czym xi<x,, spetniajgce warunek

(4x; —4x, —1)(4x; —4x,+1) <0
Rozwigzanie
Aby rownanie kwadratowe miato dwa rézne pierwiastki A> 0
Sprawdzmy, dla jakich m jest spetniony ten warunek

A=b?—4ac=(—6m)?—4-4-2m+3)(m—-3)=36m?—-16-2m+3)(m—3) =
=36m? — (32m + 48)(m — 3) = 36m? — (32m? — 96m + 48m — 144) =
= 36m? — (32m? — 48m — 144) = 36m? — 32m? + 48m + 144 = 4m? + 48m + 144 > 0
4m? +48m+ 144> 0
m?+12m+36>0

A=144-144=0

Wyjsciowe réwnanie ma 2 rézne rozwigzania dlam # —6
Zajmijmy sie teraz warunkiem
(4x; —4xy, —1)(4x; —4x,+1) <0
(4(x; —x2) = D(4(x; —x2) + 1) <0
16(x; —x,)2—1<0
16(x? — 2xyx, +x2) —1<0

16((x; + x5)% —4x7x,) —1 <0

2 J—
16((6Tm> _4.(2m+3)(m 3)>_1<0

4
9
16<Zm2 -@2m+3)(m- 3)) -1<0

36m? —16(2m+3)(m—3)—1<0



4m? +48m+ 143 <0

A= 2304 — 2288 = 16

VA= 4
_—48-4 52
™M= T T2
_ —48+4  —44
M=""g  ~7g T 772

Ostatecznie, uwzgledniajac, ze m + —6, mozemy powiedzie¢, ze warunek zadania jest spetniony, gdy

e( 6o 6)U< 6; 51>
m 2’ )

Odpowiedz

Zadanie 13.

Wyznacz rownanie okregu przechodzgcego przez punkty A = (=5;3) i B = (0; 6), ktorego srodek
lezy na prostej o rownaniux —3y +1 =10

Rozwigzanie

Skorzystamy z nastepujacego réwnania okregu
x*—2ax+y*—2by+c=0

Gdzie (a; b) — wspdtrzedne srodka okregu.

Nalezy rozwigza¢ nastepujacy uktad réwnan

36-12b+c=0

{25+10a+9—6b+c=0
a—3b+1=0

36—-12b+c=0

{34+10a—6b+c=0
a—3b+1=0

10a—6b+c=-34
—12b+c = —-36
a—3b=-1

10a—6b+c = -34
—12b+c = -36
a=3b-1




—12b+c = -36

{10(3b—1)—6b+c=—34
a=3b—-1

—12b+c=-36

{30b—10—6b+c=—34
a=3b—-1

—12b+c=-36

{24b+c=—24
a=3b—-1

c=12b—-36

{24b+c=—24
a=3b-1

c=12b - 36

{24b+12b—36=—24
a=3b-1

36b =12

c=12b—36

a=3b-1
b_1

) 3

c=12b - 36

a=3b—-1

[l
Il
S WW| -

Odpowiedz

2
x2+y2—§y—32=0

Zadanie 14.

Liczby a; b; ¢ sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego. Suma
tych liczb jest réwna 27. Cigg (a — 2; b; 2¢ + 1) jest geometryczny. Wyznacz liczby a; b; ¢

Rozwigzanie
Niechb=x; a=x—r, c=x+r
Wadwczas

xX—r+x+x+r=27



Zachodzi warunek

a—2_ b
b 2c+1
7—r_ 9
9 19+ 2r

133 + 14r — 19r — 2r? = 81
2r2 4+ 5r—52=0

A= 25+ 416 = 441

VA= 21
_c5-21_-26_ 1
== T4 T3
5421
p=—p—=4

Odpowiedz

(a; b;c) = (15%;9;2%) lub (a;b;c) =(5;9;13)

Zadanie 15.

Rozpatrujemy wszystkie walce o danym polu powierzchni catkowitej P. Oblicz wysokos$é i promien
podstawy tego walca, ktérego objetosc jest najwieksza. Oblicz te najwiekszg objetosc.

Rozwigzanie
P =2nr? + 2arh
V =nr’h

Z pierwszego réwnania



Przyréwnajmy pochodng do 0

Drugi przypadek odpadabor > 0

Odpowiedz

r=\/£,h=2\/£;V=lP\/Z
61 61 3 61



