szkic rozwigzania — Witold Bednarek

Wielomiany
Zadanie 1.

Liczba v/2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x3 4+ ax + b o wspdtczynnikach catkowitych.
ZnajdZ a i b oraz pozostate pierwiastki tego wielomianu.

Rozwigzanie
Mamy W(\/f) =0, czyli2v2++vV2a+b =0, V2(2+a)+b = 0.
Skoro \/Ejest liczbg niewymierng, to 2 + a = 0 (dlaczego?).
Zatem a = —2 iw konsekwencji b = 0. Mamy teraz wielomian:
W(x) = x5+ 2x = x(x? — 2) = x(x — v2)(x + V2),

ktorego pierwiastkami sg liczby: 0, V2, —V2.

Zadanie 2.

Wielomian W (x) o wspotczynnikach catkowitych przyjmuje wartos$é 1 dla czterech réznych
argumentow catkowitych. Wykaz, ze dla zadnego argumentu catkowitego wielomian W (x) nie
przyjmuje wartosci —1.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy wielomian W (x) = —1. Wielomian ten przyjmuje wartos$¢ zero dla czterech réznych
argumentéw (catkowitych) a, b, c, d. Zatem jest on podzielny przez dwumiany:

x—a, x—b, x—c, x—d.

Skoro liczby a, b, ¢, d sg rézne, to wielomian W (x) — 1 jest podzielny przez wielomian
(x—a)(x—=b)(x —c)(x —d), czyli:

Wkx)—1=x—-a)(x—b)(x—c)(x—d)P(x),
gdzie P(x) jest wielomianem o wspotczynnikach catkowitych (dlaczego?).
Gdyby W(x,) = —1 dla pewnego catkowitego x,, to:

—2=(x, —a)(xo = b)(xo — c)(xo — AP (x,).

Liczba —2 musi wiec by¢ iloczynem czterech réznych liczb catkowitych x, — a, x, — b, x, — c,
x, — d oraz liczby catkowitej P(x,). Jest to niemozliwe, gdyz liczbe —2 mozna przedstawi¢ jako
iloczyn co najwyzej trzech réznych liczb catkowitych, na przyktad —2=-1-1-2 .



Zadanie 3.
Wielomian W (x) = x3 + ax? + bx + ¢ ma pierwiastek potréjny x = 1. Wyznacz a, b, c.
Rozwigzanie
Mamy réwnosc:
x3+ax? +bx+c = (x+1)3dlax € R (dlaczego?).
Zatemx3 +ax?+bx+c=x3+3x?>+3x+1dlax €R.

Stad tatwo wynika,zea =3,b=3,c = 1.

Zadanie 4.

Wielomian W (x) = x3 + ax + b ma trzy pierwiastki tworzace ciag arytmetyczny o réznicy 1.
Wyznacz a i b oraz pierwiastki tego wielomianu.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x, — 1, x,, x, + 1 pierwiastki wielomianu W (x) tworzace cigg arytmetyczny o
roéznicy 1. Wtedy:

(x —(x, — 1))(x — xo)(x — (x, + 1)) =x3+ax + b dla x € R (dlaczego?).
Po przeksztatceniach powyzszej rGwnosci otrzymujemy rownosc:
x3 —3x,x2 + (3,2 — Dx —x,2 +x, =x3+ax+b dla x €R.
Przez poréwnanie odpowiednich wspétczynnikéw otrzymujemy uktad rownosci:

—3x, =0
3x,2—1=a.
—x,3+x,=b

Z pierwszej réwnosci wyznaczamy x, = 0. Po podstawieniu do dwdch pozostatych réwnosci
otrzymujemy: —1=a i 0 =b,czylia=—-1i b =0.



Zadanie 5.

Dana jest liczba naturalnan > 0. Wielomian W stopnia n — 1 spetnia warunki W (k) = % dla

k=1,2,..,n.Wyznacz W(n + 1).
Rozwigzanie
Rozwazmy wielomian U(x) = xW (x) — 1 (stopierr U wynosi n — dlaczego?). Mamy:
U(k)=kW()—1=k-z—1=1-1=0dla k=127
Zatem na mocy twierdzenia Bézouta mamy réwnosé:
U(x) =c(lx—1)(x —2)..(x —n), gdzie ¢ to statardzna od zera (uzasadnij dlaczego).

Stad:
Unh+1)=cn-(n—1)..-1=c-n!
Mamy réwniez:
U0)=c-(-1)-(-2)....-(—m) =c- (=" n!
Z drugiej strony:
ui)=0-w)—-1=-1.

Zatem:
c-(=D"-nl=-1,
skad:
_ (_1)n+1
T
Wobec tego:
(_1)n+1
U(x) = T(x —Dx—-2)..(x—n),
a wiec:
—_1\n+1 —_1\n+1
U+ =" -1 1= =
W konsekwencji:
Wn+1) = Un+)+1 _ (—)+i4q

n+1 n+1

Zadanie 6.

Niech n > 0 bedzie liczba naturalng. Znajdz reszte z dzielenia wielomianu (2x + 1)™ przez wielomian
2
X+ x.

Rozwigzanie

Sposab I.
Niech r oznacza reszte z dzielenia n przez 2, czylin = 2k + r, gdziek € N ir € {0,1}. Mamy modulo
x% + x:
Cx+1D)"=Rx+ D" =Q2x+1)" - Qx+1D* = Q2x+1)" - (4x? + 4x + D* =
=2x+1D)"-Ax*+x)+Dk=Qx+ 1" -1k =2x+1)".



Odpowied?. Jesli n jest parzyste, to poszukiwana reszta wynosi (2x + 1)° = 1, a jesli n jest
nieparzyste, to poszukiwana reszta wynosi (2x + 1)1 = 2x + 1.

Sposab II.
Zapisujemy dzielenie zresztg:

(2x + 1)" = (x?2 + x)P(x) + ax + b,

gdzie P(x) jest pewnym wielomianem, za$ ax + b jest poszukiwang resztg. Podstawiamy kolejno
x = 0 oraz x = —1, otrzymujgc rownosci:

{ 1"=0-P(0)+a-0+b
(-1)"=0-P(-D)+a-(-=1)+b’

czylib=1ia=b+ (-1)"! =1+ (-1,
Zatem poszukiwana reszta wynosi:
R(x)=ax+b=>0+(CD"Dx+1,
a wiec:
R(x) =(1—-1)x+1 =1, dlan parzystego,
R(x) =1+ 1x+1=2x+1, dlan nieparzystego.
Zadanie 7.

Niech n > 0 bedzie liczba naturalng. Wykaz, ze wielomian x + 1 jest dzielnikiem wielomianu x™ + 1
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest nieparzyste

Rozwigzanie

Mamy modulo x + 1:

x+1|x"+1<=>x"+1EO@((x+1)—1)n+150<=>(—1)”+1EO@njestnieparzyste.

Zadanie 8.
Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi podzielnoéé x2 + x + 1| x" +x + 1?
Rozwigzanie
Niech r bedzie resztg z dzielenian przez 3, czylin = 3k + r,gdziek € N i k € (0,1, 2). Z artykutu
,Kongruencje dla wielomianéw” z 67. wydania Swiata Matematyki wnosimy, ze:
x3¢ =1 (mod x* + x + 1).
Zatem:
" +x+1=x3F T px+1=x3% x"+x+1=
=1x"+x+1 (modx*>*+x+1)=x"+x+1 (mod x*> +x + 1).
Mamy do rozpatrzenia trzy przypadki:
1°r=0,wtedy x" +x+1=x°+x+1=x+ 2 ipodzielnoéé przez x2 + x + 1 nie zachodzi,
2°r=1,wtedy x" +x+1=x'+x+1=2x+ 1ipodzielnoé¢ przez x* + x + 1 nie zachodzi,
3° r =2, wtedy x" +x +1 = x? + x + 1i podzielnos¢ przez x? + x + 1 jest oczywista.

Odpowiedz:n =3k + 2 dlak € N.



Zadanie 9.
Niech p, q, T beda liczbami naturalnymi. Wykaz, ze x? + x + 1 | x3P 4 x3a+1 4 x37+2,
Rozwigzanie
Mamy:
x3% =1 (modx?>+x+1), x39=1 (modx*> +x+ 1), x3> =1 (mod x? + x + 1).
Zatem modulo x% + x + 1 mamy:
X3P 4 xB3aFL 4 3742 = 43P 4 430 x4 X3 x2 =141 x+1-x%=
=1+x+x%2=0 (modx?+x+1).
Zadanie 10.
Niech p, g = 2 beda liczbami naturalnymi. Wykaz, ze:
xfTlp k2 o p x4 1M p kM2 x4 1L
Rozwigzanie
Podana podzielno$é jest rownowazna podzielnosci:
o—D(xF T+ xk2 b x4+ 1) | (x = D1 4 kM2 4o 4 x 4+ 1),
skad:
x* — 1| x¥m — 1 (dlaczego?).
Stosujac kongruencje, mamy:
m
k=1 = ()" —1=((x¥=1)+1) —1=1"-1=0 (mod x* - 1).

Zatem x* — 1 | x*¥™ — 1, a to mieli$my wykaza¢.



