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(zadania otwarte)

Zadanie 6.

Mamy W(x)=P(x)(x* +x—2)+ax+b, gdzie P(x) jest pewnym wielomianem, natomiast ax + b jest poszukiwana
reszta. Mamy W(1)=0 i W(—2)=3 (dlaczego?). Zatem:

{P(l)(12+1—2)+a~1+b=0
P=2)((=22=2=2)+a-(-2)+b=3,

czyli

{a+b=0
—2a+b=23.
Stada=—1ib=1.

Odp. Poszukiwana reszta wynosi (—x+1).

Zadanie 7.

Jedli m>— 1 =0, czylim=1 lub m=—1, to mamy odpowiednio wielomiany W(x)=1 oraz W(x)=—4x+ 1. Pierw-
szy z tych wielomianow jest staty i przyjmuje warto$¢ dodatnia, a drugi nie spetnia warunku zadania (dlaczego?).

Zatézmy dalej, ze m2—17é0, czyli m#1 i m#—1. Wielomian W(x) jest wtedy tréjmianem kwadratowym. Jego
wykres musi by¢ taki, jak to przedstawiajg ponizsze rysunki:

/

_

zatem m’—1>0i A<0lub A=0.
Wobec tego mamy uktad nieréwnosci:

v

{m2>1
4im—1)1—4(m*—1)<0,

czyli

{m € (—o0;— 1)U(1; )
m € (l;oo),
stad m € (1, o).

odp.m € {1} U (1,00)=(1, o).

Zadanie 8.

, 1
Wiadomo, ze jeslia,b>0ia#1 oraz k#0, to logsb = ?logab. Zatozenie w zadaniu: x > 0. Mamy kolejno:

logax + loga2x + log3x = 11,



logzx-l-%logzx +%log2x =11,

logrbx=6,
x=26,
x= 64.

Odp. Mamy z zatozenia x > 0, a wiec x= 64.

Zadanie 9.

Zauwazmy, ze (2 - ﬁ)(2 + «/g) = 1. zatem podana nieréwno$¢ przyjmuje postaé:
x 1 )
—~ — =] <
(2-43) +(2—ﬁ) 4

Podstawmy ¢ = (2 — V3 ) (1> 0). wtedy:

z+%<4, /-z
+1<4t, /—4t
2 — 41+ 1<0.

Mamy tu miejsca zerowe funkcji kwadratowej ; = 2 — ﬁ, L=2+ f3 Korzystajac z wykresu funkcji kwadrato-
wej, otrzymujemy:

2—/3<1r<2+4/3,

(2-v3)'<(2=y3)1<2+/3=(2-/3)""

Skoro 0 <2 — \/g <1, to korzystajac z faktu, ze funkcja wyktadnicza o podstawie mniejszej od jeden jest malejaca,
otrzymujemy nieréwnosci:

czyli

1=2x=>-—1.
Odp. x € (- 1, 1>.

Zadanie 10.

Mamy réwnania okregdéw:

(x+1)*+(y+2)*=1 oraz (x+m)*+y*=m*.

PowyZsze réwnania przedstawiajg okregi odpowiednio o érodkach S;(—1,—2); So(—m,0) i promieniach ri=1; r,=|m|
(musi byé m#0 - dlaczego?).
Warunek stycznosci zewnetrznej ma postac |SiS:|=n+ 1, czyli:

(—m+1)*+22=1+|m]|,

Jm*—2m+5=1+|m|

Skoro prawa strona powyzszego réwnania jest dodatnia (dlaczego?), to:
m*=2m+5=(1+|m|)?,
m>=2m+5=1+2|m|+|ml?
m*—2m+5=1+2|m|+m?,

2m—2|m|=—4, gdzie m#0.
1° m > 0. Wtedy:
—2m—2m=—4,
m=1
i spetnione jest zatozenie.

2° m < 0. Wtedy:
—2m—2(—m)=—4,
0=—4, co jest sprzeczne.
odp. m=1.



Zadanie 11.
Zgodnie ze wzorami Viéte’a dla wielomianu stopnia trzeciego mamy réwnosci:
x1t+x+tx:s=0
X1X2 + X203+ x3x1 =— 3

X1X2X3 = 1.

Z pierwszej rownosci mamy:
(x1+22+23)2=0,

czyli
Xt +x3 + x5+ 2x120 + 22003 + 200330 = 0.

Korzystajac z drugiej nierdwnosci, otrzymujemy:

x+xi+xi—6=0,

skad
(xf +x3+ x32)2 = 36,
czyli
*) xt s+ + 2xfx? + 203 x2 + 2x3xE = 36.

Podnosimy do kwadratu drugg réwnos¢, z wypisanych wzorow Viete'a:
(x1x2+ 2223+ 23%1) > =(=3)?,
xtx3 +x3x3 + x5l + 20 x0x3 + 2xx3x5 + 2012600035 =9,
xtx3 4+ x3x3 + x3xf + 210005 (X1 + %2+ x3) = 9.
Korzystajac z wypisanych wzoréw Viéte'a, mamy:
xPx3 +x3xi+asxi+2-1-0=09.
Stad i z rdwnosci (*) otrzymujemy
xt +x3 +x3 =36 — 2(xfxd +x3x3 +x3xf) =36 —-2-9 = 18.

odp. xit + x5+ x% =18.

Zadanie 12.
Niech @ <B<Y beda katami trojkata, zas a <b<c beda jego bokami. Zgodnie z warunkami zadania mamy réwnosci:
o+
B= 3 Y i b’=ac (dlaczego?).
Z pierwszej réwnosci wynika, ze: 180° —

B= Tﬂ’ skad B=60°.
Zapisujemy twierdzenie kosinusow:
b*=a*+c*—2ac- cosp,

czyli:
ac=a’*+c*—2ac-cos60°,

ac:a2+cz—2ac-%,
ac=a2+cz—ac,

a2+c2—2ac=0,

(a—c)*=0,

a=—c.
Zatem a=c i w konsekwencji b =ac ZC'Czcz, skad b=c.

Wobec tego a=b =, co oznacza, ze rozwazany trojkat jest réownoboczny.



Zadanie 13.

Mamy kolejno:

Sm _ m*
Sr[ n2 !
ar+ am

2 m m2
ata 2
atdn n

2
atam _m
at+ay, n'

na +na,=ma; +may,,
nay+n(ay+(m—1)r)=ma,+m(a;+n—1)r),
na; +na; + (mn—n)r=ma; + ma; + (mn—m)r,
2nay +mnr—nr=_2may + mnr—mr,
2na, —nr=2ma; —mr,
nQa;—r)=m2a;—r),
* (n—m)(2a,—r)=0.

Jesli m=n, to podana réwnos$¢ do udowodnienia jest oczywista.
Jedli m#n, to po podzieleniu obu stron réwnosci (*) przez n—m# 0, otrzymujemy:

2611—7':0,
a wiec:
r=2a.
W konsekwencji:
an _ aitm=—Dr _a+m—1)2a _1+m—-1)-2 _2m—1
a  a+n—1)r a+—1)2a 1+Hx-—-1)-2 2n—1"

co nalezato wykazac.

Zadanie 14.

Oznaczmy przez X dtugoéé krawedzi podstawy prostopadtoscianu, ktéra jest kwadratem oraz przez i wysoko$¢ tego
prostopadtoscianu. Mamy réwnania: 5
{V =x’h

P = 2x* + 4xh (dlaczego?).

. P—2x° P
Z drugiego réwnania wyznaczamy i = 4y - Skoro h>0,to 2% < P, czyli x < 5
Z pierwszego rownania mamy:

)
*) V= V(x)=x2~<%>= %Px—%af dla x € (O; 1/%).

Obliczamy:
V'(x) = %P—%af da x € (0; 1/%).

Latwo wyznaczy¢ miejsca zerowe pochodnej: P p
X =4/ 6 oraz X =4/ ¢ .
Oto wykres pochodnej:




Mamy: V'i(ix)>0 dla x € (0; \/%)’

/)0
V'(x)<0 dla x € <\/7 \/7)

Zatem funkcja x— V'(x) ma maksimum w punkcie X = \/

Ze wzoru (*) wyznaczamy: F
L A N B

Zadanie 15.
Niech P(A;) oznacza prawdopodobieristwo zdarzenia A;, polegajacego na wylosowaniu kuli biatej z i-tego pudetka

dai=1,2,3.

M :
amy 1 __n __n
P(Al) 371 ?; P<A2)_}’l+6; P(A3)_I’l+12'

Niech P(A) oznacza prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej w tym schemacie losowan
Mamy wz6ér na prawdopodobienstwo catkowite:

P(A) =+ PA) 5 P4y + 5 PAy),

n +L‘ n _L n
6 n+12 ~ 18 3(n+6) 6(n+12)

czyli:
-1 1. 1
PAA=6 33 616 n
Zgodnie z warunkiem zadania P(A) > 15’ 2 wiec:
1 n i
™) 30t 6) T ot 12) 18
n > 7, [ 18n+6)(n+12)

3(n+ 6) 6(n + 12)
6n(n+12)+3n(n+6)>4n+6)(n+12),

5n%+18n—288 > 0.

9%>U(6;oo).

Rozwigzaniem powyzszej nieréwnosci jest 1 € ( 00
0dp. Skoro 7 jest liczba naturalng, ton € {7,8,9, ...}
W rozwigzaniu zadania, do wyprowadzenia zaleznisci (*) mozemy takze skorzysta¢ z graféw. Prezentujemy jego

najprostrza wersje, zwang ,drzewem” (red.):




