Rozwigzania zadan z numeru 36

Prosta trygonometria

Zadanie 1. Dany jest tréjkat ABC, gdzie kat ACB jest prosty. Przyprostokatne tego tréjkata
majg odpowiednio dtugosci a i b. Znajdz dtugos¢ odcinka CD faczacego wierzchotek C z
przeciwprostokatng AB, jesli odcinek ten jest dwusieczng kata prostego.

Rozwiazanie
Rozwigzanie tego zadania zaczniemy od udowodnienia kilku pomocniczych wtasnosci.

1. Dwusieczna jednego z katdéw trojkata dzieli bok lezacy naprzeciw tego kata na dwa
odcinki takie, ze ich stosunek jest rowny stosunkowi bokdéw lezgcych przy tym kacie.
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Niech CD jest dwusieczng kata ACB.

Woystarczy dowies¢, ze zachodzi réwnosé

4D _ |AC]
|DB|  |BC|

Przedtuzmy odcinek AC i dorysujmy odcinek BE| |DC



Poniewaz, odcinki CD i EB sg do siebie rownolegte, wiec |ZCEB| :|4ACD|. Wynika z
tego, ze kat CEB =a.

Podobnie |ZCBE|=|£BCD

, czyli kat CBA=a

Powyzsze oznacza, ze tréjkat BCE jest rownoramienny, czyli |CE|=|CB]|.
Na mocy twierdzenia Talesa prawdziwa jest nastepujgca réwnosc

|AD| _ |AC]
|BD|  |CE]

Z uwagi na rownosc¢ odcinkéw CE i CB mamy rownosé, ktérg chcielismy udowodnic, czyli

4D _ |AC]
|BD| |CB|

2. Udowodnimy teraz, ze jesli boki trojkata majg dfugosci a; b i ¢, to punkt D nalezgcy do
dwusiecznej kata o wierzchotku w punkcie C dzieli bok ¢ na odcinki x i y w taki
sposob, ze
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Wystarczy rozwigzac nastepujgcy uktad réwnan
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Drugie réwnanie uktadu udowodnilismy przed chwila.
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Przeksztatémy drugie rownanie
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Przystagpmy teraz do obliczenia dtugosci odcinka CD.
Skorzystamy z trdjkata ACD. Kat a ma oczywiscie 45°.

Z twierdzenia sinusow mamy
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Nasze rownanie przybierze postaé
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Uprosémy wyrazenie
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Zadanie 2. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC. W tréjkacie tym poprowadzono z
wierzchotkow A i C wysokosci AM i CN. Wiedzac, ze pole tréjkgta ABC wynosi 18, oraz
pole tréjkata MNB jest réwne 2, a dfugo$¢ odcinka MN wynosi 2+/2. Oblicz promienr

okregu opisanego na tréjkacie ABC

Rozwigzanie
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Dane:
Pagc =18
Peun = 2
IMN| = 242

Tréjkat ABC jest ostrokatny.

Tréjkaty tréjkat ACM i trojkat ACN sg oba prostokatne i dla obu przeciwprostokatng jest
odcinek AC. W takim razie na obu mozna opisac okrag i bedzie to wspdlny okrag dla obu
tréjkatéw, ktérego srodek bedzie srodkiem odcinka AC. Oznacza to, ze na czworokgcie
ANMC mozna opisac¢ okrag, ktérego srodkiem bedzie srodek odcinka AC. Katy: kat AMN i
kat ACN, oba sg katami wpisanymi opartymi na tym samym tuku, wiec sg sobie réwne.
Przyjmijmy, ze ich rozwartos$¢ wynosi a. Z trdjkata prostokagtnego ACN mamy wtedy, ze
kat CAB ma rozwarto$¢ 90°—u, Podobnie w trdjkacie BMN kat BMN ma rozwartos¢
90° —ox,

Jak tatwo teraz zauwazy¢, tréjkaty ABC i BMN sg do siebie podobne (majg wspdlny kat
ABC, kat CAB ma takg samg rozwartos¢ jak kat BMN, wiec kat ACB bedzie miat takg sama
rozwartos¢ jak kgt BNM. Skala podobienstwa tych tréjkgtéw wynosi:



Poniewaz
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Wyznaczmy teraz cosinus kata ABC.

Z tréjkata prostokagtnego ABM mamy

cos(ZABM ) = IM8|

|AB]

Poniewaz bok AB w trdjkgcie ABC odpowiada bokowi BM w podobnym do niego tréjkacie
BMN i skala podobienistwa wynosi 3, wiec

|MB| 1
|laB] 3
Czyli
1
cos(Z/ABM ) = 3

Wyznaczmy sin kata ABM
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Zadanie 3. Dany jest rownolegtobok o bokach a i b i kgcie miedzy przekgtnymi réwnym a.
Znajdz pole tego rownolegtoboku.

Rozwigzanie
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Rozwigzanie zadnia zacznijmy od pewnego spostrzezenia. Jesli kat a bedzie sie réwnat
90°, to nasz réwnolegtobok stanie sie rombem. a=b i zadanie nie bedzie miato
jednoznacznego rozwigzania, gdyz bedzie zachodzita nieréwnos¢

0= Pigep =0°
Zatem zaktadamy, ze x= 907

Zauwazimy, ze nasze przekatne podzielity réwnolegtobok na cztery tréjkaty o tych samych
polach. Przy zatozeniu, ze jedna przekatna ma dtugos¢ e, a druga f, pole jednego trdojkata
mozna obliczy¢ ze wzoru
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Zatem pole réwnolegtoboku mozna policzyé ze wzoru
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Piecp =4 -gef-sinﬂ: =Eef-sin o

Wykorzystajmy twierdzenie cosinuséw i wyrazmy a za pomocg e i f
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Po odjeciu stronami otrzymamy
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Wstawiajgc do wzoru na pole rédwnolegtoboku otrzymamy
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Zadanie 4. Oblicz dtugos¢ srodkowych tréjkgta ABC znajgc dtugosci jego bokow.

Rozwigzanie
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Wyznaczmy cos a
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Doktadnie te same rachunki do prowadzg do wzordéw






